


VORWORT. 


Ilif*rniit ftbvrgebe kh dea dritten und letzten Band der mathematischen 
Wrrkc ini^ine* Valert, I.. Fuuh«, der Offentlichkeit. Er enthalt die letzten 
zweiundzwftiiMf Arbeiten, die der Verewigte vom Jahre 1888 an bis zu seinem 
'lode verflJfentHcht hnt, die drei gedruckten Akademischen Reden aus den 
Jaliri-n l»73, iSllil, und diejenigen Nachrafe, die er in seiner Eigensckaft 
ftl« liediiktitiir des Journals ftir die reine und angewandte Mathematik ver- 
fiuwit hat. Die redaktionelle Arbeit dieses Bandes wurde in derselben Weise 
wift dill der liciden ttrsten B&nde dnrchgefubrt. Auch bier sind die Abhand- 
hiiigen im Wesentliclii'n unverandert wiedergegeben worden. Alle bemerkens- 
werthen Abiindenuigini vmd alle sonst notbwendigen Angaben findet man in 
den Anmerkungim, die den einzelnen Arbeiten folgen. 

Ks iHl iiiir fin BedtirfniH, an dieser Stelle alien denen, die mir bei der 
Driii'klfgung ihre Hilfe baben zu Theil werden lassen, meinen herzlichsten 
Diitik m sugen. B«u der Hevision der Abhandlungen bat micb der andere 
Dfriiusgfbfr, Herr Hi-m, KsmniR, durch seine wertbvollen Ratbscblage unter- 
Hfiit/i. Herr H. Vmit bat wiederum die in franzosiscber Spracbe verfessten 
N.itfu {I.XD!, LX VI) in sprachlkher Hinsicht revidirt und mein Freund 
!L Lr.MKr. hat fine Correctur der Druckbogen gelesen. Vor allem aber ricbtet 
Hifh mein Dank an Herrn L. Heftter fur die treue Sorgfalt, mit der er mir 
bfi der Durebsielit und der Correctur aller Arbeiten in so wirkungsvoller 

W'fisf urine Hilfe bat zu Theil werden lassen. 

Kh war urspriinglich geplant, dass den Abscbluss dieses dritten Bandes 
ftwaige aacbgelassene Arbeiten meines Vaters bilden soUten. Erne genane 
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Durchsiclit des handschriftliclieu Nachlasses hat mir aber gezeigt, dass zur 
Zeit dmckfextiges oder leicbt druckfertig zu macbendes Material nicbt vor- 
banden ist. Da es aber gewiss nicbt im Sinne des Entscblafenen -ware, 
Unfertiges der dffentlicbkeit zu iibergeben, so musste zunacbst von einer 
solcben Veroffentbcbung Abstand genommen werden, -wenn die Herausgabe 
dieses Bandes nicbt auf unbestiminte Zeit verscboben werden sollte. 

Die am Scblusse dieses Bandes befindlicben von Herm Schlesinger ange- 
fertigten Register des ganzen Werkes soUen seine Benutznng erleicbtern. 

Scbliesslicb sei aucb an dieser SteRe der V erlagsbucbbandlung fur ibr 
freundlicbes Entgegenkommen und fiir di^ vomebme Ausstattung der Bande, 
durcb die sie dem Verewigten ein aucb ausserlicb scbSnes Denkmal gesetzt 
bat, der Dank der Herausgeber ausgesprocben. 

Halensee bei Berlin, im October 1908. 


Richard Fuchs. 
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ZUR THEORIE DER LINEAREN DIEPERENTIALGFLEICHUNGEN. 

(SitztingsbericMe der Konigl. preussisclieii Akademie der "Wissenscliaften zn Berlin, 
Einleitung and No. 1 — 7, 1888, XLII, S. 1116 — 1126, vorgelegt am 1. November, ansge- 
geben ain 8. November 1888; No. 8— 16, 1888, L, S. 1273—1290, vorgelegt am 13. De- 
cember, ansgegeben am 20. December 1888; No. 16— 21, 1889, XXXVI, S. 713 — 726, 
vorgelegt am 18. Jtili, ansgegeben am 26. Jnli 1889; No. 22—31, 1890, 11, S. 21—38. 
vorgelegt am 9. Januar, ansgegeben am 16. Jannar 1890). 


Die folgenden Entwickelungen bilden einen Theil von Untexsucliungen, [ms 
■welche icE Tiber lineare Differentialgleicbungen angestellt babe, und welche 
ihren Ausgangspunkt von den folgenden Erwagungen genommen baben. Es 
sei ..., ein Fundamentalsystem von Integralen einer linearen bomo- 

genen Differentialgleicbung Ordnung, deren Coefficienten rationale Func- 
tionen der unabbangigen Variablen x sind. Es seien •••,%, 1 will k nr- 

licbe Elemente ans der Reibe und es werde eine Determinante 

von l” Elementen gebildet, deren Horizontalreiben ans den Ableitimgen gleicber 
Ordnung von y^i besteben. Die Ordnung dieser Ableitungen sei 

durcb eine der Zablen 0, 1, 2, . — 1 bestimmt und sei fiir die verscbiedenen 

Horizontalreiben verscbieden. Solcber Determinanten kSnnen wu* 


bilden. Bezeicbnen wir dieselben in irgend einer Reibenfolge mit «j, 

Fuchs, mathem. Werke. m. 1 
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ZUB THEOBEE DEB LIJEEABEN DIFFEBENTIA.LGLEICHUNGEN. 

rgiebt sich for diese Functioaen das System von DitFerentialgleichungen 

^ + ••• + 
ax 

i A j rationale Panctionen von x bedeuten. Aus diesem Sy- 

e kQnnen wir demnacb fur jede der Functionen eine lineare homogene 
rentialgleichung Ordnung mit rationalen Coefficienten herleiten. 

Das Folgende beschaftigt sich mit der Untersuchung dieser Differential- 
hungen, nnter der Voranssetzung, dass die Ordnung p der vorgelegten 
TPTitialffleichung eine gerade Zahl 2n ist, und sie bezicht sich auf den 


seien die Coefficienten der Differentialgleichung 


rationale Functionen von x. 

Sind einander linear unabhiingige Integrale der Glei- 

chung (A.), so wollen wir eine Determinante mit n* Klementen bihhm, dcrcn 
Horizontalreihen aus den Ableitungen gleielier Ordnung von 
bestehen. Die Ordnung dieser Ableitungen sei dureh eine tier Zahlen 
0,l,2,...,2n— 1 bestimmt und sei fur die verschiedenen Horizontalreihen 
verschieden. Solcher Determinanten kdnnen wir 


bilden. Bezeichnen wir dieselben in irgend einer Reih(‘nfolg(^ mit m,, m,, m,_, 

und setzen nur fest, dass diejenigc unter diesen Determinanten sei, in 
welcher die Ordnungen der Ableitungen in den versehiedentui 1 lorizontalreihen 
der Beihe nach 0, 1, 2, 1 sind, und welehe wir die llauptcieter- 
minante von y,,y,, nennen wollen. 








wo C eine Constante bezeichnet, welche von Null verschieden ist, wenn 
«/i> 2/j» ••• 1 ^x» '^,» •••) ein Fundamentalsystem von Integralen der Gleicbung 
(A.) ausmachen, dagegen den Werth Null annimmt, wenn dieses nicbt der 
Fall ist. 

Zerlegen wir A in eine Summe von Producten aus Partialdeterminanten 
n*** Ordnung, so erhalten wir nnter Beriicksicbtigung von (B.) zwischen 
M„, M,, V,, , die Relation 


wo die Vorzeicben nach bekannter Regel zu bestimmen sind, und wo C den 
oben bezeichneten constanten Werth hat. 


1st y ^, ..., ein Fundamentalsystem von Integralen der Gleichung [my 
(A.), bilden wir die v Combiuationen derselben zu je n und setzen in 
(No. l) an Stelle von y^i Vn j® ®^® solche Combination, so erhalten 

wir V verschiedene Grossen welche wir mit •••, x bezeichnen 

woUen, indem wir festsetzen, dass aus denjenigen Functionen y^ ge- 

bildet werde, welche vom Systeme y^, y^j --•> 2/j„ iibrig bleiben, nachdem hier- 
von die zur Bildung von zu verwendende Combination weggenommen 
worden. 

Wir bilden die Determinante 


*) Siehe meine Arbeit in Borchardts Journal, Bd. 66, S. 126—130^). 


J) Ahh. YI, 8. 164—168, Bandl dioser Ansgahe. B.R 
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SO ergiebt sich 

(2.) ■ :i} -H;, :: ^ I I I I>-1— ill* 

VoUfubren wir die Multiplicatioa der bciden Determinanten r(>chterband, so 
erhalten ; wir uater BeriicksichtigUDg der Gleichmig (C.) cine Deterininante 
mit i;’ Elementen, deren Di^onalglieder, abgesehen von oinem constantcn 

Factor, den Werth annehmen, wahrend die ulmgon verschwinden. 

Denmach ergiebt sich 


wo C eine von Null vcrschiedene Constante hedeutet 
Aus Gleichung (D.) folgt 

I. Die Determinante P ist nicht ideutisch Null. 

. 0 ^ <* Sei 

(3-) • To + « 

eine Gleichung, welche fur jede belicbige {’ombination 
so ist demgemass auch 


bestehe, 


sein, d. n. 

II. Zwisohen M|, .. ., kann nichf fiiit* fiir jede Combination 
fo^ltigc linearc homogenc Relation ItcKtcheu. 

Difterentiiron wir und ersetzen die Aideifuiigon \on deren 

Ordnung 2« oder gi’bsser als 2«, (lurch ihre huh d(T Gleichung (A.) sich er- 
gebenden Ausdrucko in den Ableitungen niedrigerer C )rdnung, ho erhalttm wir 


worn cpjj rationale Functionen von x bedeuten, 


ZUR THEORIE DER LINEAREN DtETERENTIAiGLEICBniNGrEN. 
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Aus diesem Systeme von G-leichungen ergiebt sicli, dass auch die hoberen 
Ableitungen von lineare homogene Functionen von sind. Es 

sei insbesondere 

d’‘u. 


(F.) 


dx^ 


— ^0 + 1^*1 H + , 


wo rationale Functionen von x sind, so bleiben diese Gleicbungen be- 

stehen, wenn wir in denselben durcb und durch ersetzen. Be- 

zeicbnen wir die Hauptdeterminante der Functionen u ,v, \u u mit 

00 ’ 10 ' 20 ' * ^ '' ■* 1 / 


20' 7 r— 1, 0 


b, so ist nach den Gleicbungen (L) und (F.) 

(G!--) 0 = QP, 

wenn wir die Determinante.^ 

(^•) ifer = e 

setzen. Aus Gleicbung (D.) folgt daber: 

III. Die Determinante b ist dann und nur dann Null, wenn 
die Determinante Q verscbwindet. 


'7c = 1,...., v— 1\ 


3. 

In den Gleicbungen (F.) mbgen dem k die Wertbe 1, 2,...,v beigelegt 
werden. Aus dem entstebenden System von v Gleicbungen eliminiren wir 
«!, Mj, ..., so ergiebt sicb, wenn wir u statt setzen, als Eesultat der 
Elimination 


(H.) 




d^-^u 




wo Pj, ..., rationale Functionen von x bedeuten. Diese Differential- 

befriedigt. 


"lo’ •••’ "'r-1,0 


gleicbung wird durcb die v Functionen 

Ist die Determinante Q identiscb Null, so konnen aus den v Gleicbungen, 
welcbe aus (F.) fur X: = 0, 1, ..., v— 1 zu bilden sind, w^, eliminirt 

werden. Wir erbalten alsdann als Eesultat der E l im i n ation eine Diffe- 
rentialgleicbung fiir u niedrigerer als v*®' Ordnung, welcber die Functionen 
^ 10 > •••» 0 geiiiigen rniissen. Ist aber Q von Null verscbieden, so ergiebt 

sicb aus Satz III. vor. No. , dass die Differentialgleicbung, welcber diese Func- 
tionen geniigen, nicbt niedriger als v*®' Ordnung sein konne. Denn da b von 







6 ZUK THEOETE DEK UNEAREN DBPEERENTIALGLEICHUNGEN. 

Null verschieden ist, so ist das Bestehen einer linearen homogenen Relation 
ni9] mit constanten Coefficients ™ “oo» ausgeschlossen ♦), 

eine solclie Relation wuide aber aus der Annahme, dass diese Functionen 
einer Differentialgleichung niedrigerer als v*“ Ordnung geniigten, hervorgehen 
mussen. Wir baben also das Resultat: 

1. Die Functionen genugen einer linearen ho- 

mogenen Differentialgleichung mit rationalen Cocfficienten. Die- 
selbe wird erhalten, wenn wir in (F.) successive = 0,1,2,... setzen 
und aus den entstehenden Gleichungen w,, eliminiren. 
Ist Q nicht identisch Null, so wird die DifferentiaDrloirtbn no- 


Es werde vorausgesetzt, dass Q nicht identisch verschwindet. 

Alsdann folgt durch AuflSsung der Gleichungen (F.) (welche ffix 
^ = 0, 1, v—i entstehen), fiir die Unbekannten 

Wq (JIf) 

V = “o gesetzt worden, und wo Xu rationale Functionen von x bedeuten. 
Die^ Gleichungen (J.) bleiben bestehen, wenn wir u, durch und uf 
durch ersetzen. Machen wir diese Substitution fur / = o, i, ..., w_i, mul_ 
tipHciren die Gleichungen successive mit den Constanten y,y , und 


“’i = n«<ii + n«n+ 

wo mit Uj, iibereinstimmt, so folgt 
( 3 -) — Xu«’ + -Xxt*<’' + " 

*) Vergl. meine Arbeit in Bobchaedts Journal, Bd. 

1) Abh. VI, 8. 164— 1(J8, Baud I dieser Ausgabe. B. V, 
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wo wiederum 


d*w 

dx^ 


gesetzt ist. 

Wir bilden nunmehr den Ausdxuck 


(4.) 


E = 'E,±w,w 

^ Jmkk 


WO das Vorzeichen des Gliedes mit dem Vorzeichen des Gliedes [nao 

^ Gleichung (C.) axiAretenden Summe nbeieinstimmen soli. Aus 
Gleichung (2.) folgt, dass E die Gestalt 


(5-) E = 

annimmt. Die Coefficienten A . haben die Form 


\iJ = o, 


( 6 .) 


= S d: 


Pi V*“1— 4 /iX Cf| ‘V—1— 


Mit Rucksicht auf die im Anfange von No. 2. fixirte Bedeutung der 
Functionen folgexn wii aus Gleichung (C.), dass die Summen rechtexhand 
in Gleichung (6.) verschwinden, wenn nicht ^ = v-l-a. Ist aber * /3 = v - 1 - a 
so werden diese Summen einander gleich und bis auf einen nicht ver- 
schwindenden constanten Factox gleich e Hieraus ergiebt sich- 

(K.) E = * 

wo r eine Constante bedeutet. 

Substituiien wii fiii die Wj in E Gleichung (4.) ihre Ausdrucke duxch 
die Gleichxing (3.), so eihalten wii 


(7-) 


E 


wo lationale Functionen von a> bedeuten. Aus Gleichung (K.) ergiebt 
sich dahex der Satz: 

I. Setzen wir in der quadratischen Form 


(L.) 




fiir u ein willkuxliches Integral der Gleichung (H.), so wild das 
Resultat gleich e multiplicirt mit einer Constanten. Der 



Werth dieser Constanten ist von den Anfangswerthen des Inte 
grals u abhangig. 

Substituixen wir in Gleichung (H.) 

_ .-i/1’1 


so haben wir 

(9.) ' «<*> = + + + 

zu setzen, wo ^ und wo rationale Functionen von x bedenten 
Die Gleicbung (H.) transformirt sich in 


wo JRj, jRj, rationale Functionen von x bedeuten. 
Die quadratische Form Z wird 

/'1n^ 7. — 


(11.) Z' = g 

rationale Functionen von x. 
ii 2 i] Aus Satz I. ergiebt sich 
II. Setzen wir in 

(L'O 7.'= s,, 

fiir t ein willkiirliches Integral der Gleichung (IF.) 
Ausdruck einer Constanten gleich. Der Worth di( 
ist von den Anfangswerthen des Integrals t ahhiing 
tnbrigens ergiebt sich aus der Gleicliung (8.), dass 

( 12 .) B, = -\vp,+ l\. 

Andererseits ist*) nach Gleichung (G.) 

('13 p — dlogP (llogQ 


') Siehe meine Arbeit in Boechaedts Journsa, Bd. 66, 8. 128 ‘). 


1) Ahh. VI, 8. 166, Band I dioser Ausgabe. E. F. 




ZUR THEORIE DER ElNEAREIir DIFFERENTIALGLEICHl 

/TA \ 


NGEN. 


folglich. ergiebt sich aus 


Aus Gleichung (L.) folgt durcb Differentiation 


wo R eine ganze homogene Function zweiten Grades, von . 
rationalen .Coefficienten bedeutet. Setzen wir fiir seinen ans 
(H'.) sich ergebenden Werth 


ichung 


so ist nach Satz II. voriger Nummer 


Diese Gleichung ist eine identische. Denn t bedeutet in (2.) ein beliebiges 
Integral der Gleichung (H'.), dessen Anfangswerthe fur einen beliebigen Werth 
X = t — t’ — 4 • • •) = C~^' willkiiiiich wahlbar, zwischen welchen 

also eine Relation nicht stattfinden kann. 

Subtrahiren wir (3.) von (1.), so ergiebt sich demnach, dass iden- [nza 
tisch fiir iede beliebige Function t 


Nach Satz II. voriger Nummer wird die rechte Seite dieser Gleichung identisch 
Null, wenn fiir t irgend ein Integral der Gleichung (H'.) substituirt wird. 
Setzen wir demnach 


jN , rationale Functionen von x, so ergiebt sich der Satz 


ruchs, mathem. Werke. III. 







*) Biese Be^eiclmuiig in dam Sinne genommaii, w«lrli«ii ifli di^r^idbf ii in itndtirr Arhrit IlfiiicHAiiiiTs 

Journal, Bd. 76, S. 18S beigelegt babe*). 

Siebe maine Arbeit in BoiiciiAEim .lournal, Bd. 66, B. 126 

***'*) Bioho obondaselbBt. 


1) A1)h. Xyi, S. 421, Band 1 dinsor Anngabn. K. f, 

>) Abh. VI, 8. 104-168, Band I dlwbr Anagabfc B. f. 
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it Null, SO kounen wir aus den Gleichungen (4.) (wenn da- 
^ — 1 gesetzt 'v?ird) als Kneare homogenc 

M. M". . . .. mit xationalen Coefiicienten bestimmen 


ialeleickung linea 


catoren aer zu aajungirien 

komogene Functionen mit lationalen C 
M dieser Differentialgleickung und ikrer Ableitungen. 


; Es sei t;;* **) . ; ein Fundamentalsystem von Integralen der Gleichung 
(IT.) von der Bescbaj0fenheit, dass das Element x^ zu adjungixt ist*), so 
haben wir die Gleichungen 

(1.) = 0, (J: = 0,l,...,i-2) 


<1a.TTn die Gleichungen (1.) successive mit 
t K und addixen sammtliche Gleichungen, so 


*) In dem Sinne, welchen ich dieser Bezeichnung in meiner Arbeit Boechaedts Journal, Bd. 76, 
S. 183 beigelegt habe^). 

**) Siebe die Arbeit des Herrn Feobenujs, Boechaedts Journal, Bd. 77, S. 249. 


1) Abh, XVI, S. 421—422, Band I dieser Ausgabe. R. F- 
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WO eine rationale Function von Die linke Seite der Glei 
(O.) ist eine quadratische Form von mit cons 

Coefficienten. 

1124 ] Wiirden wir in den Gleichungen (3,) successive / — 1 , 2 , 
schUessen und die ausgeschlossene Zakl in der Gleichung ( 4 .) an 8t« 
zweiten Index wahlen, so erhielten wir durch einen ahnlichen Process 


•••> sammtlich rationde Functionon von x bedeutea. 

Diese Gleichungen konnen iibrigens auch direct aus Gleichung (O.) gefotort 
werden. 

Zu diesen Relationen %en wir eine andere hinzu. Wenn wir die linke 
Seite der Gleichung 


nach Producten von Partialdeterminanton »•" Ordnui.n ordnon, m orlinltoii 
w zmsohen den Elementeii dos KundnmonlalBvstem.i « , u u von 
Inlegralen der Gleichung (H.) die homogcnc <i lciclnH,grj,»"..iti’„ Oradca 


wo die Vorzeichen auf bekannte Weise zu bestimmcn aind 
Setzen wir gemass Gleichung (8.) No. 4 

(®-) Mr. = 


Vx y, • 


y'x yi . 


vT y,”’ . 


Vx y. • 


y'x y; ■ 

« * « « • 4 » 

yT vT • 

* * * 



so verwandelt sich 


Nach Gleichung (M.) hat die Fuaction Z' die folgende Eigen- 
schaft: Sie nimmt einen constaaten Werth an fiir solche Func- 
tionen t und nur fiir solche, ■welch.e entweder einer linearen [1125 
homogenen Differentialgleichung (H'.) v*®' Ordnnng oder einer 
solchen Differentialgleicliung, , 


(v — I)*®* Ordnnng Geniige leisten. Wir woUen zum Beschluss dieser 
Notiz die Gestalt einer Function Z', welcher diese Eigenschaften zukommen, 
etwas naher charakterisiren. 

ISTach Gleichung (N.) kdnnen wir setzen 


wo Z' eine homogene Function zweiten Grades von t\ 
nalen Coefficienten bedeutet. 


wo R' eine homogene ganze Function von 

Aus der oben angegebenen Beschaffenheit von Z' und aus Gleichung ( 2 .) 
ergiebt sich, dass Z' einen constanten Werth erhalten muss, wenn fiir t ein 
Integral der Gleichung ( 1 .) gesetzt wird. Demnach folgt aus Gleichung (3.): 


1st von Null verschieden, so ist diese Gleichung wieder eine identische. 
Denh t ist ein willkiirliches Integral der Gleichung (1.), es konnen daher die 
Anfangswerthe von willkiirlich gewahlt werden, demnach kann 

zwischen diesen Grossen eine Relation nicht stattfinden. Subtrahiren wir 
Gleichung (4.) von Gleichung (3.), so ergiebt sich die fiir jede beliebige 
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Function if bestolicnde Gleiclxung 


(W.) 

Setzen wir 


dZ' 

= ilf. = T, + T, r-»> + ... + T,_j^ 

so folgt: 

1st t irgend ein Integral der Gleichung (i.), so ist M ein 
Multiphcator dieser Gleichung, und die Function Z[ hat* fol- 
gende Eigenschaft: Sie nimmt eipen constanten Werth *fur solche 
Functionen t an und nur fiir solche, welche entweder der Glei- 
chung ( 1 .) Oder der Gleichung 

(^•) Jf, = 0 

Geniige leisten. 

1126] Nach Gleichung (N'.) konnen wir setzen 






^ 2 T ^ 2 ? 

wo z; eine homogene ganze Function zweiten Grades von be- 

deutet. Indem wir an Z; die obigen Schliisse wiederholen und so fortfahren 

gelangen wir schliesslich zu folgendem Resultate: ’ 

Die quadratische Form Z lasst sich im Allgemeinen auf die fol- 
gende Gestalt bringen 

K, a, iW.., lineare homogeno Functioiion oiner 

ariablen « und ihrer Ableitungen nach x mit rationalen Cooffi- 

ein Multiphcator der Differentialgleichung 

M, = 0 , 

wenn in fur t ein Integral dieser Gleichung gesetzt wird. 

0 der^Pn^ff- ° I'^tioiiale Functionen von namlich 

Coefficient von ' im Ausdruck von M Endlich ist 
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Die Form (Q.) setzt vorans, dass die snccessiv zu bildenden Ausdriicke 
■^0 5 •••) ^r-i Ableitung hocbster Ordnung von t, welche sie nock ent- 

balten konnen, anck wirklich entkalten, dass also keine der Grossen 
Oo> •••) °v-i versckwindet. Wenn diese V oraussetzung nickt erfullt ist, so 
nimmt Z' andere specielle Formen an. 


8 . 

Bezeicknen wir die linke Seite der Gleickung (H'.) mit H{t) und [1273 
bedeute M(t) den durch Gleickung (N.) gegebenen Ausdruck, alsdann ist 
nach Gleickung (M.) 

( 1 .) = 

Sei der zu H{t) adjungirte Differentialausdruck, so ist*) 

( 2 .) = 

wo V beliebige Functionen von x, und wo S{t^v) einen in v und ikren 
Ableitungen bis zur (v — 1)‘“ Ordnung linearen und komogenen Ausdruck be- 
deutet. 

Setzen wir 

V = M{t), 

so ergiebt sick 
(3.) 

Diese Gleickung ist nack Gleickung (1.) gleickbedeutend mit 

fl 7' /7 

(4.) = 

demnack muss auck fiir jede Function t der Ausdruck 

ein vollstandiger Differentialquotient sein. 

*) Jacobi, Crelles Journal, Bd. 32, S. 189 q. 


1) ae*amm«lte Werte, Bd. H, S. 127—128. E. P. 
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1 st aber f{u) ein Differenfcidausdmck von der l‘agons(jhaft, dass uf(u) 
far jede Function u der vollstandige Differentinlquotieiit filter in u uiid seinen 
1*74] Ableitungen linearen and bomogenen Functioncn Il( 7 f), und ist /"(w) der 
zu f(u) adjungirte Differentialausdruck, so ist identiscb 


and umgekehrt*). Ba nun der ku adjungtrte Ditftu-entialmisdruok 

dem Ausdrucke gleich wird, wenn wir init Af(() den zn M{1) ad- 

jungirten Ausdruck bezeichnen**), so crgiubt sich tms (ileiehung ( t.), dass 
identisch fiir jede Function t 

(S.) = -M'UHn). 

1st umgekehrt diese (ileiehung identisch erfitlit, so ist lif(M(l)) ein 
vollstandiger Differentialquotient tind detugemiiss uueh naeh (Jloitdiung (3.) 
ein vollstiindiger DifFerentinhuiotieiit. 


Wir gehen nunniehr zur IJnter.surliimg des iMilles iilier, in wehdiem die 
Gleichung (H'.) reductibtd wird***). Zuvor aher wulleti wir einigt* anf all- 
gemeine lineare BifFcaanitialgloitrhungt'ii fteziigliidic* S.’it/.i' anfstellen, con wtdehen 
wir Gebrauch mac.lieii werdeii. 

Sei cine lineare, lioniogene BitFereiitialgleicImug 


mit rationulen ('oeiiicienten vorgelcgt, su gtaiitgl jctlrr \uHdtii(‘k der Forni 

(2-) d„i/-i .!,//’ I ..■ } .1, , j/ ' ■ Vit(\, 

in welchem y ein Integral von (1.), .1^, , r.iiino.tle Fiiueii„uen voti 

X und die oberen Ataanite Aldeitnngen bedeufrii. eiM nFaU'. ciiiiT Hiieareii 
Differentialgloichung Iidelistcns ( >rdmnig. Bitferenliireii nir niiiulich die 

*) Vergl. den vor Ktay.idii vi’SfliiciH’iU'ii U. Thi'il di'r mr it i!ii<di* tl<"i » 4 trl;tn'ii« ten 

Herrn Daeuoux, S. 111 . ' * 

**) Siolic FuoitHNir.d, lidUfHAUitrs Journal. Hit i-U, s, 

**) Ubor die Begrilic dw Irruductibilitat mid Kmliii tibilitat wtdii* I'uttni Mt lluui’iuuid'.'i Journal, 
Bd. 76, S. 236. 
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Gleichung (2.) und ersetzen die Ableitungen von y hoherer als m*" Ordnung 
mit Hulfe der Gleichung (1.) dorcli die Ableitungen niedrigerer Ordnung, so 
ergiebt sich, dass jede Ableitung von eine lineare homogene Function 
von 2 /, 2 /', . . y™"*' mit rationalen Coefficienten ist. Durch Elimination von 


y, y\ ” aus den Ausdriicken fiir w, w', 


w'”' ergiebt sich die bezeich- 


nete DiiFerentialgleichung fiir w. Alle diese Differentialgleichungen wollen [ 127 s 
wir mit Eiemann*) als mit (1.) zu derselben Klasse gehorig bezeichnen. 

Seien willkiirlich gewahlte rationale Functionen und be- 
zeichnen ein Fundamentalsystem von Integralen der Gleichung 

(1.), so ist eine Eelation der Form 

(3-) yi7'(«/i) + y2-P(2/») + --- + = 0, 

wo y,) ^ 2 ) • ■ y*. Constanten bedeuten, nicht moglich. Setzen wir namlich 

(4.) ri2/i + + + = ’I, 

so ist Gleichung (3.) gleichbedeutend mit 

(5.) AjT) + AiVj'-i hA„_,y/"*”‘’ = 0. 

Es ist T] ein Integral der Gleichung (l.), welches der Voraussetzung nach 
nicht identisch verschwinden kann. Da aber Gleichung (1.) nicht mit der 
willklirlichen Differentialgleichung 

. . . dy 


dx 






ein Integral gemeinschaftlich haben kann, so kann die Gleichung (5.), folglich 
auch die Gleichung (3.) nicht bestehen. 

Aus Gleichung (2.) ergiebt sich durch Differentiation 


( 6 .) 


w = Ao 2/ + Ai 2/' + • • • + A,m-i y\ 




?= 0, 1, . . w — 1) 


Die Hauptdeterminante der Functionen y^i y^i ■ ■ sei A und diejenige der 
Functionen = P{y,), • • = P{yJ sei d, so folgt aus 


(7-) 




( 1,1 = 0 , 


dass die Determinante I A,, nicht verschwinden kann, weil sowohl A als auch 


Gesammelte Werke, Nachlass, S. 358^). 


1) Zweite Axiflage (1892), S. 380. R. F. 
F ti c li 8 , mathera. Werke. III. 
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S von Null verschieden sind. Man kann also aus den Gleicliungen (0.) ?/, 
folglich auch die Integrale aller zu derselben Klasse gehorigen Differential- 
gleichungen, als lineare homogene Functionen von mj, w', . . mit ratio- 
nalen Coefficienten darstellen. Wir erhalten also den Satz: 

I . Sind A^, vrillkurlich gewahlte rationale Func- 

tionen, so ist die Differentialgleichung, welcher w geniigt, nicht 
niedrigerer als Ordnung, und man kann umgekehrt y, also 
jedes Integral einer der Klasse zugehorigen Differentialgleichung 
als lineare homogene Function von w, mit rationalen 

Coefficienten darstellen. 

1276] Durch diesen Satz ist die bevorzugte Stellung der Gleichung ( 1 .) be- 
seitigt, es kann an deren Stelle jede Gleichung derselben Klasse, von der 
Ordnung, treten. 

II. Ist eine Differentialgleichung der Klasse reductibel, so 
giebt es unter den Differentialgleichungen derselben Klasse 
auch solche, deren Ordnung kleiner ist als m. Die Differential- 
gleichungen derselben Klasse sind sammtlich reductibel. 

Ist namlich Gleichung (1.) reductibel, so existirt eiu Differentialausdnick 
Q{y) der Ordnung ft <; m, von der Beschaffenheit, da.s.s 

wenn mit 'S(^) ein Differentialausdnick der — fi.)*““ Ordnung bt;zcichnet wird*). 

Ist w ein Integral einer Differentialgleichung der Kla.s,se, deren Ordnung 
nicht kleiner als^m, so folgt aus dem Obigen, dass ?/ und seine aiiiumtlichen 
Ableitungen als lineare homogene Functionen von w, iv', . . flarstellbar 
sind. Wir haben demnach 

( 9 .) V = Q{y) = B,W + B,w’ -{-■■■+ 

V 70 J 5 ,, Kj, ..., rationale Functionen von x bedeuten. 

Da der Voraussetzung nach Q{y) fih- Integrale der Gleichung (1.) ver- 
schwmden soil, so hat die Differentialgleichung fiir w mit einer Gleichung 

Qi{w) = 0 

niedrigerer als Ordnung Integrale gemeinschaftlich, ist also reductibel. 

*) Siehe Fkobenitjs, Boechardts Journal, Bd. 76, S. 258. 
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Andererseits ist die Differentialgleicliung fiir v derselben Klasse angeliorig, 
und es ist die Ordnung derselben nacb Gleicbung ( 8 .) die (m — ;*)**. Aus dem 
Satze II. folgt als Corollar: 

in. Ist eine Differentialgleicbnng der Klasse irreductibel, 
so sind alle Differentialgleichungen derselben Klasse irreduc- 
tibel, und es giebt unter ihnen keine von niedrigerer Ordnung 
als von der w*®”. 

10 . 

Die Coefficienten 8^^ 8^, ..., 8^_^ in dem Multiplicator 

(N.) Mit) = S,t + 8,t'+... + 

des Ausdruckes II{t) geniigen einem gewissen Systeme (S) linearer homogener 
Gleicbungen mit rationalen Coefficienten, welche nacb No. 8 erhalten [1277 
werden, wenn wir in Gleichung (M.) die Coefficienten der Ableitungen gleich 
boher Ordnung von t auf beiden Seiten einander gleicbsetzen. Der Voraus- 
setzung nacb lasst dieses System rationale Losungen fiir 8^, 8^, . . 8^_j^ zu. 

Lasst das System ( 2 ) zwei rationale Losungen 8^1 8^, . . 8^_/, 
8',8',....8', von solcber Bescbaffenbeit zu, dass zwiscben den 
Functionen M{f) und welcbe den Gleicbungen 

( 1 .) M{t) = + + 

( 2 .) M,{t) = 8'J + 8[t'+---^8:_,r-^^ 

entsprecben, nicht eine Gleicbung 

(3.) M,{t) = yM{t), 

wo y von X unabbangig, identiscb bestebt, so ist die Gleicbung 
(H'.) reductibel. 

Es sei namlicb t = | eine Losung der Gleicbung (H'.), so ist nacb dem 
Satze I. in No. 5 [vergl. die Gleicbung (M.)] sowobl M(|) als aucb 
ein Integral der zu (H'.) adjungirten Differentialgleicbung 

( 4 .) Sit) = 0 . 

Die Differentialgleicbungen, welcben geniigen, sind mit der Glei- 

cbung (H'.) von derselben Klasse. Ist (H'.) breductibel, so sind, nacb Satz IIL 

3* 
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voriger Summer, auch die ersteren Gieichungen «rretiiu>til»el, niul en at 

(S.) 0 = 3;.i+T.v+- + r..,,.- 

wenn 


gesetzt und mit T„, T,, rationale Fiinctionen von iM’zeichiiet werdeii, 
— Demnach ist auch 

m ’J. = = U,r, + U,t;+ ... + 

WO 1I„ ..., u,_, rationale Functionen von j- sind. Kh Inmitzt dahor die 
Gleichung (4.) zwei Integrale 15 und y|,, Wflrlie in thn- durtdi (Jleichung ( 7 .) 
gegebenen Beziehung zu einander etchen. Dor X'ormwKetziing tmc.h hesteht 
eine Gleichung der Form (3.) nicht i<h*utifirh. \Viirde nie ftir t « | erfiillbar 
sein, so miisste die Gleichung (H'.) mit der (ihnriiung 

( 8 .) M,(l)-rMiO ^ 

Integrale gemeinschaftlich hahen und diihor r»>tiur!ih.d m-in. Wiirde die 
1 * 78 ] Gleichung (3.) nicht fiir / | ..rliilMmr min, wiirde huh dom Be- 
stehen der Gleichung (7.) iblgrn, dasn die tthdehmig (j.) reduetihel sei"*). 
Dann aber, dass auch (IF.) selher mhuiihel nei**). 


Es sei k ein in den ('oeflieienten eiiier liiflerentiulgleielmng 

(I) 1 . . . 

'■ , S • *., •/ " 

auftretender Parameter, mit wedeiumi sieh tlie ei-^ier.'n Ht. ti-i itmiern. Wir 
machen nunmehr dif? tolgi*nde \ i»rauH.sef/tjnj 4 

(a.) Es giebt ein Kunda m en f u1,h y s! .-lu ^nu I nir-ralm u 

der Differcntialgleichung {!.) v„n der Bes, ffVn h e i tV das« ’in 
dem ganzen Verlaufe der Varinbeln r die t.leiehungen 

fS.) %« M 

Qf . ~ .^s.Va+ + ■■■ 4 ", rn I, -J, 

A) A) A,.-i rationale KunetioiH-n vun erl'iillf werden. 


*) Siehe Feobenich, Bokcharut* Journal, «d. 7.1, s 3m 
**) A. a. 0. S. 261 . ■ 
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Von den Differentialgleicliungen dieser Art stellen wir zunachst folgenden 
Satz auf: 

I. Die Coefficienten der Substitntionen der zur Gleichung 
(1.) gehorigen Gruppe sind nnter der V oranssetzung («.) von h 
nnabiiangig. 

In der That moge ein Umlauf der Vaiiabeln in y^ iiberfuhren, als- 
dann ist 


(3.) 


2/a ®^ai 2^1 "i” ‘ ‘ ‘ "I" Vn 


(a = 1, 2, 


WO von X unabhangig. Da die Gleichungen (2.) im ganzen Verlaufe der 
Variabeln x bestehen, so folgt 


(^•) 


_ 


6/C 


-^0 2b *flb Vi -^1 2b *^ab J/b b ■ • • + 2b ®^ab 


also unter Anwendung derselben Gleichung (2.) 

(5.) 

Differentiiren wir aber Gleichung (3.) nach h, so folgt 


dh dlt ^ “ dk ^ ^ ““ dk 


w f 


dh 


dk 




dk 


da„. 


■ + : 


da„, 


+ 1 


da„ 


dh ‘ dk ' ' dk 

Durch Vergleichung von (6.) und (5.) ergiebt sich demnach 


(7.) 


3/r 


da„ 


• + : 


da„. 




dK„. 


0 . 


dk ‘ dk ' ■ dk 

Da y^) y^T •• -I Vm Fnndamentalsystem ist, so ergiebt sich hieraus 


(a = 1,2, [i379 


( 8 .) 


da„. 


= 0 , 


da„. 


0, 


dk 


0 , 


dk dk 

wodurch unser Satz bewiesen ist. 

Es ergiebt sich aber auch der folgende Satz : 

II. Ist y^t y^i ■ ■ -I y^ ein Fundamentalsystem von Integralen der 
Gleichung (1.), das den Gleichungen (2.) geniigt, und ist f eine 
von a; unabhangige Grosse so geniigt fiir den ganzen Verlauf der 
Variabeln x das System 


fVi, fy^t, •••, fy, 
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den Gleichungen 


fg + fAi j/g + ■ • • + fA^_^ y\ 


Es ist namlich 


Meraus. ergiebt sich nach Gleichung (2.) die Gleichimg (*».). 

Endlich ergiebt sich noch: 

III. Sind von k und von .r unubhiingigt* (irbssen, 

so geniigt 

J'lJ'i + y.3^* + "- + 

ebenfalls der Gleichung (2.). 

12, 

Es sei umgekehrt vorausgesctzt, duss <*in KiuidunientulHyHtem 
von Integralen der Gleichung (I.) voriger Nummer inigcbbar sei, 
von der Beschaffenhcit, duss die CocfficitMittMi (li*r SuijHt ittitionen 
der zu dieser IMfferentialgleichung gehurigcii (irupiie vou einem 
in den Coefficienten derselbi'ji an ft rd e iiticn i^ira ind e r k nnab- 
hangig sind; ierner sei vorau sgesd /.! , dass liie liit(‘grale d(*r- 
selben Differentialgleichung keinen 1‘itukt der rUbest immtheit*) 
besitzen, d. h. dass die (ileii'huiig (!.) vuriger Xuiiimer zur Kate- 
gorie der in JJoRdiARDTs dournal, Bd. Hfi, S, nr,, (ileidning (12.)') 
1280] charakterisirten Kljisse gelidre. Alsdaiin i’lnden in d(,in 

ganzen Veilaufe disr \arialielii die ( i leieli iiiiue 11 (2.) snriger 
Nummer statt. 

Wenn namlich wiederum naeh irgend <*iuei« ( mla.tfe v..n a ein Funda- 
mentalsystem von Integralen der Gleitdnnig (I.) \t>riger Nuinmer 


bez. in 


3.281?/"’'^^’ ‘feo'vBmkhnungswoiHc Sitxu«Ksl,cri.'ht.. li.-rlimT Aiad.-mi.., 

I) Al>h. VI, S. 186, Band I dissor Ausgabe. E. B. 

Abh. XL VII, 8. 394, Band II dloaer Ansgabe. K. F 


ZUR THEOEIE DER LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN'. 


23 


libergeht, wo 

(^•) Vn "t" *^02^2 "t" "I” (a = 1 , 2 , . . .,1ft) 

SO ist jetzt vorausgesetzt, dass die von x unabbangigen Grossen auch von 
h unabbangig seien. Wenn wir in Gleicbnng (l.) voriger Nnmmer h + dlc 
an die Stelle von Tc setzen; so moge dieselbe in 


( 2 .) 


d”2/ _ d 


dx 


dx”'-'- 


+ T 

I f m 


= 0 


iibergeben. Es sei U derjenige Umlauf der Variabeln x, welcber die Sub- 
stitution (1.) bervorgebracbt, so werden die innerbalb U gelegenen singularen 
Punkte der Gleicbung (1.) voriger Nummer in solcbe der Gleicbung (2.) iiber- 
gegangen sein, und wenn der Modul von dh binlanglicb klein, so werden die 
letzteren ebenfalls nocb innerbalb U gelegen sein, und es wird kein anderer 
der singularen Punkte von (2.) innerbalb U liegen. Fiir das Fundamental- 
system 

2/1+ 2/2 +^2/2) •••) 2 /m+%TO 

der Gleicbung (2.) soli alsdann nacb unserer Voraussetzung ebenfalls die Sub- 
stitution ( 1 .) besteben, d. b. 

(3-) (2'a+'^2/a) = «tii(2/i + %i) + “ 02 ( 2 / 2 + <^ 2 / 2 ) + ■•■ + “aOT(2/m+ ^2/«i)- (a = 1, 2, . . Ml) 

Aus den Gleicbungen (1.) und (3.) folgt 

“oi + “02 <^2/2 + • • • + «om %m- 


(4-) 


(^2/o) 


(a = l,2,...,i 


Dividiren wir diese Gleicbungen durcb so erbalten wir, indem wir fiir dh 
unendlicb kleine Wertbe setzen, fiir die Functionen nacb demselben Um- 
laufe U von x 


(5.) 




\67cj 


^ 2/2 




+ 




Bestimmen wir nunmebr m Grossen A^_^ aus den Gleicbungen 

( 6 .) -^ = + A, 1 /; + . . . + ■ (a = 1 , 2 , . . «) 


Nacb einem Umlaufe U der Variabeln x moge die durcb die Gleicbung [1281 
(1.) bezeicbnete Substitution und demgemass die durcb Gleicbung (5.) 

bezeicbnete Substitution erfahren. Demnacb werden Zabler und Nenner in 



setzen 


das Integi-al eratreckt itbiT Ib^gT.'ii/unv' 

1 


woraxia hervorgcht, duns ituuili^dli IJ .uKl.-niii;. 'n. 

Ebenso ergiebt sicli, dusH in dri I ingi iHH!},' %i.ii < 

schaft hat, wctm dawllixl cindru!!},' . . u<ili. b und 

Da himmrh kfinr inid<‘irn s i n u . 1 n i t .. i . i. 
ergiebt sieJj, duHK , .1 . . 1,, . nid. ni;;. I nu> ? 

Differcntiircn wir ihr tilrnliung (l i 'xn. i 


I'nnkit* d«*r 
i.< l( keine 

ii't di'ii (ili'i- 

r l'iiiik!<‘ di‘r 


Da die liilegrulc // d> r Dlrii hunx 
Unbestimmtiicit bcKit/ru, fulx! ; 
1282] Ibiiiktc dcr 1 iii(t stitinji!lii ii h.i 
chungeu (n.) sich ri-gi-bcudi n 
Unbestiiinntluiit. Dii-Hclbin ■.m. 
und die (« lei eh im x,. j, j,, j ninii 
Nummcf iibereinK) iiuiiiriid 
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ein Fundamentalsystem von Integralen dexselben, fax welches die Gleichungen 


die 


(S.) 

bestehen, so folgt, 

( 1 ) 

^ dx^ \ dk ) 

dahex ist auch 

( 2 .) 


= + A^y'^ + ■■■ + 


Aid Vn 'f' Ail 2/a "I" ■ ■ ■ "I” 1 3/i 


,(2n~l) 
a ? 


(a = 1, 2, . . 2«) 


(i — 1, 2, . . 2w) 


d^ 

dk 


1^0 %,, + -Bj Mji 4 h . 


Machen wix wie in No. 4 die Voxaussetzung, dass die Detexminante Q nicht 
vexsebwindet, so eigiebt sich duich wiedexholte Anwendxing dex Gleichung 
(J-), dass das Fundamentalsystem von Integxalen dex Gleichung (H.) 


^ 00 ) ^10 J 


. 5 


den Gleichungen 

(S,.) 




ho 


die 


Oq u^o + C^ul^Q-\ 1 - u\ 


ho 


geniigt, wo xationale Functionen von x bedeuten. Machen 

wix abex die Substitution (8.) No. 4, so folgt ebenso 

Die Gleichung (H'.) besitzt ein Fundamentalsystem von Inte- 
gxalen Ij, Ij, . . ., 1^,, welches die Gleichungen 


(S.) 


dk 




(a = 1, 2, ...,1-) 


befxiedigt, wo !)„, Di, ■—,D^-i xationale Functionen von a: sind. 
Duxch Diffexentiation dex Gleichungen (S^.) nach x exgiebt sich 


(3.) 


w{^) = ®*5.+A.r.+-+A.-.sr'. ■) 


WO B , D , . D. xationale Functionen von x sind. 

Wix wollen nun dex quadxatischen Foxm Z' in Gleichung (L.) eine [1283 
andexe Foxm H(i) von folgendex Gestalt zuoxdnen: 


(L,.) H(0 = + + + 

+ f«(P,dt + I).if+-+D^,..X'^. 


Fuchs, mathem. Werke. TU. 
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Schreiben wir Z'(0 an Stelle von Z', ho fulp-rn nii uu- ( Ti, i. i;,:,;, i:i.) 


Da Z{t) von a? unabbangig wird, vvenn wir fnr I rm lnu,p-«i der 

Gleicbung (H'.) setzen (siehe No. 4), m orgicbt «irh mw < (4.), dass 

aucb H(|.) von ce unabbangig i«t. 

Ist f eine wilUcurliche von x unublmngig** immv, nu habeii wir web 
SatzII. No. 11 und nacb Gleicbung (S,.), 


■ + IK J't 


Daber ergiebt sich aiis (ileicliung (3.) 


Setzen wir in 


Demnacb ist auch von j unahliiiiigig 

Nacb Sate III. N(k tl gniiigt i. di r f ib ii hutin 0 , 1 . folglirh ist 
auch + von ,/ nnabbiingig. d. b. du 

(8.) — I1(|J+ IliJiiM * ' * ,.i ■ > • 

dass auch der Ausdruck 

fa\ i\ ft t \ - 1^3* £ 1 ' ^* '** ' t 1 , , , . ' * i • ■ 


von X unabbangig ist. 

Nun sei g cine willkurliche iirmni-, so ist 




(11-) n(a,j?y - fg 

Demnacb ist auch von x unabhiiiigig. Hicraus cigii bf sich 
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I. Es wird H(#) von x unabhangig, wenn wir fiir t ein be- [1284 
liebiges Integral der Gleicbung (H'.) setzen. 

Setzen wir: 

• (12.) H(0 = yZ'(0, 

nnd nehmen wir an, dass, wie anch das Fundamentalsystem von Integralen 
der Gleicbung (H'.), welcbes einer Gleicbung der Form (S^.) geniigt, be- 
scbaffen sein moge, die Grosse y von x unabbangig werde. Setzen wir 

_ 


( 13 -) 

(14.) 


■'“I* dh 






+ ^'“>(i)^.#+i)^,r+... + i)^.,_,r-«)] = x(0, 

so ist nacb Gleicbung ( 12 .) 

(15.) '}'(0 + x(0 = J'Z'(0. 

Fiir ein Fundamentalsystem wo f eine von x unabbangige, dagegen 
von k abbangige Grosse bedeutet, tritt an die Stelle von Gleicbung (3.) die 
Gleicbung ( 6 .), an die Stelle von x(t) tritt daber 

Es tritt dann endlicb Hj(i5) an die Stelle von H(i), wo 

(16.) H,(0 = K0 + fx(0 + 2-Jz'(0- 

Soil nun aucb 

(17.) H,(0 = X,Z'(0 

und von x unabbangig sein, so ergiebt sicb 

( 18 .) -K 0 + /’x(0 = (x.- 2 -§)z'( 0 -. 

Aus den Gleicbungen (15.) und (18.) folgt: 

(19.) 


wo 


x(0 = 

dk 


(Xt-X) 


( 20 .) 


df 




A* 
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I muss von/' unabhaiigig seiu. Da amii ;■ .ii. i,!h- Kigcn- 
so erhalten ivir demnaeh dii* (lUiahiuii: 


128 s] 1 st nun beispielsweise f cine algebrawhe Him tmn von k, so mimte y, 
der Identitat (17.) zu Folge eine algebmisclic Function vou f scin. Die 
Gleicbung ( 21 .) ist aber nicht fur jedc Wahl von »1« algchraisrhc Fune- 
tion von f algebraisch mtegrirbar, daher ist unscn* \'or«usHi*tzu«g, dass g!ei<ih- 
zeitig die Identitaten ( 12 .) und (17.) bestchcn, unzulissig, und wir erhalten 
den Satz : 

II. Man kann das Fundament iilsy hi rm «o wiihleu, dass «ine 
Identitat der Form (12.) nieht fur eineu von r unnhhiingi 
Wertb von > erfullt wird. 

Aus dem Satze I. ergiebt sich narh Sidz I. No. U: 

m. Sei 

all 

(K.) M,il) = 7',/+ /.re-- I r, j' \ 


rationale Funet ioni ii von , m» int idi'iitisch fftr 


jede Function t 


Da nun nacli Glcichmig (M.) 


.t/it I 


so folgt aus Satz H.: 


IV. Setzo 


n wxr 


• 3 !!^ 




SO ist y nicht von x unabhiingig. 

Nach dem Theoi’cme in No. 10 ergiebt sicdi deniiiaeh: 

V. Wenn die Differentialgleicli ung t A. ) den A u t'ordernngcn 
(a.) in No. 11 geniigt, so iat die (ileiehuiig (H’.J, alsu aueh die 
Gleicbung (H.) reductibel. 
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Diese Eigenscliaft ist fiir die specielle DifferentialgleichuRg (A.), welche 
den Anforderungeu (a.) in No. 11 geniigt, eine fundamentale, wie insbesondere 
aus dem Beispiel, welches wir in den folgenden Nummem entwickeln wollen, 
hervoTgeht. 

14. 

Zu den linear en Differ entialgleichungen, welche die Anforderungen (a.) 
in No. 11 befriedigen, gehoren die Differentialgleichungen, welehen die Periodi- 
citatsmoduln der hyperelliptischen Functionen geniigen, die ich in Borchardts 
Journal, Bd. 71, S. 9D) gegeben babe. Es wird sich zeigen, dass die [1286 
Belationen zwischen den Periodicitatsmoduln, welche zuerst Herr Weierstrass*) 
aus dem Satze von der Umkehrung von Parameter nnd Argument hergeleitet 
hat, sich als unmittelbare Folgerungen darstellen aus dem Satze von der Re- 
ductibilitat (Satz V. voriger Nummer), angewendet auf den Fall, dass die 
Gleichung (A.) diejenige ist, welcher die Periodicitatsmoduln geniigen. 

Ist 

g(^) **) 

( 1 .) y = ^ ’ 

wo 

( 2 .) 

eine ganze rationale Function von und x und zwar vom ( 2 n + l) 
Grade in Bezug auf s, g{ 0 ) eine rationale Function von ^ und a?, welche nur 
fur die Wurzeln der Gleichung 


unendlich wird, so ist 
(3.) 


cp(^,a:) = 0 


0 = + 


sind von s ixnabhangige Grossen, welche sich rational aus den Coeffi- 


*) Programm des Braunsberger Gymnasiums 1848/49 ^). 

**) Wir setzeu fur unseren gegenwartigen Gebraucb in meiner oben citirten Abbandlung « an SteUe 

von Wj X an Stelle von u und 2»4"1 SteUe von n. ^ 

***■) Siebe Bokchaebis Journal, Bd. 71, S. 107 ®). 


1) Ahh. Vni, S. 241 ff., Band I dieser Ansgahe. R. F. 

2) Werke, Bd. I, S. 111—181. B. E. 

3) Ahh. Vm, S. 258, Band I dieser Ansgahe. R. F. 
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cienten von 9(^, und von g{z) zusammensetzen, bedeutet eine ratio- 

nale Function von s. 

1st «o ein Pexiodicitatsmodul des Integrals 

Jydss, 

so geniigt w als Function von x im Allgemeinen einer DifFerentialgleichung 
der Ordnung 

(A.) 


^2« ^sn-i ® )’ 


wo die Verhaltnisse der Grossen /3 ,„, rationale Functionen Von x 
bedeuten. 

I. Alle Differentialgleichungen der Form (A^.), welche einer 
willkurlichen Wahl der rationalen Function ,9(^) entsprechen, 
gehoren derselben Klasse an. 

Es sei z. B. 

( 4 .) g(^) = + 

1287] wo a^, rationale Functionen von x bedeuten, alsdann ist 

W = Tj 


der Periodicitatsmodul des Integrals erster Gattung 


ff(^) 


j^a., 


und es sei fiir diesen Fall nach Gleichung (Aj.) 


(A,) 






+ Pi (*) + • • • + ^ = 0. 


Wir wollen beweisen, dass 

(5-) w = (p^7j + 9,7)'+---H- cp,„_, r/“-“ , 


To’ • • •’ ^in-1 rationale Functionen von x und die oberen Accente Ab- 
leitungen nach x bedeuten. 

Wenden wir die Gleichung (3.) auf den Fall an, wo wir g{z) nach 
Gleichung (4.) bestimmt haben, und setzen daselbst successive 0, 1,2, 1 

*) A. a. 0. S. 108 ’). 


1) S. 259 des ersten Bandes dieser Ausgabe. B. F. 
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fiir 0, SO erlialten wir ein System you Gleichungen, aus welchen wir im All- 
gemeinen herleiten konnen 

S 


( 6 .) 




So 2^ + + San-I ^)) ’•J ■ • •> 2«-l) 


■WO rationale Functionen von x und rationale Functionen 

Yon 0 bedeuten. 

Integriren wir beide Seiten dieser Gleicbnng langs eines gescblossenen 
Umlaufs der Variabeln 0 , welcher den Periodicitatsmodul t] liefert und be- 
zeichnen den entsprechenden Periodicitatsmodul von 


/■ 


-d0 


mit Cft, so folgt aus Gleichung (6.) 


(’•) 


r. dri O 7j 

Cfi == 80 8291-1 ^^ 291-1 ' 


Nun ist nach Gleichung (3.) fiir eine beliebige rationale Function g{ 0 \ 
die nur fiir die Wurzeln der Gleichung <p(^, ») = 0 unendlich wird, 


( 8 .) 


y 


s{^) 


291—1 

5 

0 




Integriren wir diese Gleichung nach ^ langs derselben Curve, so folgt 
(9.) ^ ~ 

Demnach ist nach Gleichung (7.) 


( 10 .) 


w 


n T 

SKjT) + + ••• + dx^”~^’ 


[1288 


womit unser Satz bewiesen ist. 

Es mogen nunmehr die Coefficienten von ^{ 0 ,x) und von g{ 0 ) ganze 
rationale Functionen eines Parameters h sein (wir konnen als solchen z. B. 
einen Verschwindungswerth der Function fl/) wahlen), so geniigt der Periodi 
citatsmodul des Integrals 

einei Differentialgleichung (A,); deiselbe ist daher in der Foim (10.) ent- 
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halten. Andererseits ist dieser Periodicitatsmodul, wenn wir g{z) nach Glei- 
chung (4.) bestimmen, auch mit ubereinstimmend. Demnach geniigt tj 
einer Gleichung der Form: 

Diese Gleichung bleibt bestehen, wenn fur tj irgend ein Periodicitats- 
modul des Integrals 

d. h. irgend ein Integral der Gleichung (A,.) eingesetzt wird. Wir erhalten 
also den Satz: 

II. Die Differentialgleichung (Aj.) geniigt den Anforderungen 
(a.) in No. 11*). 

In meiner oben erwahnten Arbeit**) habe ich gezeigt, dass die Coeffi- 
cienten der zur Differentialgleichung (A,.) gehorigen Substitutionsgruppe von 
^ unabhangige, namlich wohlbestimmte, ganze Zahlen sind. Dieses 
ist also in vollkommener tibereinstimmung mit den Satzen in No. 11 und 12. 


15. 


Bilden wir jetzt die Differentialgleichung (H'.) fiir unsere Differential- 
gleichung (Aj.) 


(h;.) 


^ (S’ '-t 


= 0 , 


1289] so folgt aus dem Satze V. No. 13, dass (H'-) reductibel ist. Demnacl}. 
ist auch die der Gleichung (H.) entsprechende Differentialgleichung, welche 
wir aus (A^^.) herstellen, reductibel. Dieselbe sei 


(H,.) 


~dx'’ 


+ A(*) 




+ + Fy{x)U = 0 . 


Ein Beispiel liiervon fiir den Fall der elliptisclien Integrale lialie ich bereits in Bobceabdps 
Journal, Bd. 83, S. 31 1) hervorgehoben und daselbst aus der entsprechenden Gleichung die LEGENDEBSche 
Eelation zwischen den Perioden der Integrale erster und zweiter Gattung hergeleitet. 

**) Boechaedts Journal, Bd. 71, S. 100 2). 


1) Abh. XXIV, S. 105, Band II dieser Ausgabe. E. .F. 

2) Abh. Vm, S. 251, Band I dieser Ausgabe. E. P. 
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Nach. Satz n. No. 9 giebt es also in dei zu (H,.) gehorigen Klasse 
von Differentialgleichungen auch solcbe niedrigerer als v*®’’Ord- 
nnng, d. h. wir konnen die rationalen Fnnctionen von a;, cp^, . so 
bestimmen, dass 

(1.) W = Cp„M+tp,w'-l + 

einer Diffexentialgleichung niedrigerer als v*" Ordnnng Geniige leistet. Driicken 
wir mit Hiilfe des aus unserer Gleichung (A,.) herzustellenden Systems von 
Gleichungen (F.), namlich 

(Fj.) = 'l'!o*<o+ i'a**, + ••• + 

die Ableitungen von u durch die Fnnctionen aus, so erbalt w 

die Form 

(2.) 'W = to ^0 + I*! "I + tv-l“l'-l> 

wo toi 4'i> • • •’ I'^tionale Fnnctionen von x bedeuten. Setzen wir in (2.) 
an die Stelle von successive und bezeicbnen die zuge- 

borigen Werthe von w mit w,, . . so ergiebt sich darans, dass w 
einer Diffexentialgleichung niedrigerer als v*® Ordnung Geniige leistet, dass 
w,'W,...,tv Eelationen der Form 

(T.) yoi<Oo + yiy’i + --- + yv-i^v-i = o 


mit von x iinabhangigen Coefficienten erfiillen. 
Es sei 


(3.) 


Xao^ + XaiV + ••• + 


(2W“-1) 


? 


(A = 1,2,...,«) 

.,71 die Periodi- 

’ 42«. 


wo rationale Fnnctionen von x bedeuten. Sind 7]i,ir]2, 
citatsmoduln des Integrals 

(wo g{z) nach Gleichung (4.) voriger Nummer bestimmt ist) an den 2» Quer- 
schnitten, so bilden dieselben im Allgemeinen ein Fundamentalsystem der 
Gleichung (A^.). Setzen wir in (3.) tj, an Stelle von t], so moge der zugehonge 
Werth von v mit v bezeichnet werden. Bilden wir nun mit den Grossen 


die Determinanten 

U'"’, U'“, u""" 


F XI c li s , inatliom , Werke. III. 


5 
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r* 9 o] mit je w’ Elementen, indem wir in den Horizontalrcihen A = l, 2, . 
walileii, wahrend die Verticakeihen fur I successive die Zahlen einer Com- 
bination Klasse der Zablenreihe 1, 2 , tn sind, so erlmlten wir 

U'* = Si^,Mo + -h 

WO die J?., bomogene altemixende Functionen von den Xn. Ordnung « sind. 
Bestimmen wir x^a 


(5.) Srt = I-.) Si. = 1'.. •••» s.,,., — -K-,, 

und sind (Uf die Werthe von U‘", welcbe aus (1.) duciureh bc‘rvt.rg«‘hon, dass 
an die Stelle von gesetzt wird, so folgt nns (iknehung (1'.) flir diese 
Grossen eine Kelation der borm 


(T.) 


+ n(dy‘ + -- + n-.W'’~' = « 


mit von x unabhangigen Coefficienten. 

Die weitere Ausfiihrung dieser Reclinung, web he irh 
Mittheilixng vorbebalte, ergiebt die oben lH:zej<dinrti-n 
den Periodicitatsmoduln der hyperelliptiHclu-n Integrule 
Gattung in der Form wie sic Herr ^^'EIl■;KHT^iAHs gcgtdicn 


niir fitr <'ine spitero 
Url»ti(»ni‘n zwischon 
crstir uml zweiter 

hat. 



1 ( 1 . 

713 ] Wir betraebten Kuniichst die Differentialgleichiuig, wcli hii' die Periodi- 
citatsmoduln der byperelliptis(;bcn Integrali* votii liunge p '1 g.-itiigen. 

Die Periodicitatsmoduln des Integrals 

r (tz 

J V'f ( ') ’ 

wo 

( 1 .) 'f(«) = A', J(s- 

befriedigen alsdann, wie icb*) nachgewicsen babe, die Gleiehung 

*) Ceelles Journal, Bd. 71, S, 119^), 


1) Abb. Vin, S. 241, Band I dieser Antgabe. E. F, 
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in «*)^+ !'«*)^+f rw0+xrwi+ w rw. 

'Ka;) = {x-i;){x-\)(x-\){x-\), Tmd ^.'“’(fl;) = ^^ 
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= 0 . 


Die in der eben erwah.nten Arbeit*) eingefiihrten Qrossen (x,\), (x,\)^ 
{x,\)^ (x^kj wollen wir bez. mit 2/j» ^a) 2^4 bezeicbnen. Die letzteren Func- 
tionen von x bilden ein Fnndamentalsystem von Integralen der Gleicbung 
(2.), dessen Fundamentalsubstitutionen aus der genannten Abbandlung**) sich. 
folgendermaassen ergeben: 1st % der Werth, in welchen y^. nach einem Um- 
laufe der Veranderlichen x iibergebt, so ist nacb einem Umlanfe nm 


i K)yi = Vx^ 

K)yx = 2/i-22/a, 
K)yx = 2/1-22/3, 

h)y, = 2/1-22/4, 


Vi ^2^1 1 

y^ = 

II 

Vz = 

2/2 = 2/3-22/3, 

ys = 

2/2 =^ 2/2 '^y^x 

yz = 


2/3 + 22/1, ^4 = 2/4+22/1; 

2/8 + 22/2, ^4 = 2/4+22/2; 

2 /a, ^4 = 2 / 4 + 22 / 3 ; 

2/3-22/4, ^4 = 2/4- 


Setzen wir 

(*■) = (‘I*)' 

so geniigen die secbs Functionen von x 

(12), (13), (14), (23), (24), (34) 


nach No. 3 Gleicbnng (H.) einer Differentialgleichung 


(5.) 


d? + ®' -s? + «■ 4? + ^ 


dx’‘ 


dx^ 


du 

dx 


+ = 0 , 


[714 


deren Coefficienten rationale Functionen von x und von den Grossen \ sind. 
Aus No, 14 ergiebt sich, dass die Gleichung (5.) reductibel sein muss. 
Es ist zweckmassig und fur die Folge auch wichtig, dieses noch auf eine 
andere Art zu beweisen, welche zugleich von den am Anfange der No. 14 


*) Ckelles Journal, Bd. 71, S. 100^). 
**) Ebendas. S. 100-101=). 


1) S. 251, Band I dieser Ausgabe. R. P. 

2) S. 261-252, Band I dieser Ansgahe, R. P. 
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angedeuteten Belationen diejenigen unmittelbair liefcrt, tUe him vorzugsweise 
in Betracht kommen. 

Aus den Gleichnngen (3.) ergiebt sich, wenn wir wieder nut (Ifi) den- 
jenigen Werth bezeichnen, in welchen (Xfi) mvh eintnn nugegelnnien ITinlaufe 
der Verandexlichen x ilbergeht, dass nach cinem Ijinkufe urn 

I (12) = (12), (is) = (13), (ii) = (i^)» 

J (2S) = - 2 (12) + 2 (13) + (23), 

*‘M(^) = -2(12)+ 2(14) + (21), 

((34) = -2(13) + 2 (14) + (34); 

(li) = (12), (Is) = 2(12) + (13) - 2(23). 

/c,) j (U) == 2 (12) + (14) - 2 (24), (23) = (23). 

(6.) I (24) = (24), (34) = - 2 (23) .)■ 2 (24 ) ) (31 ); 

/(T2) = (l2)-2(13) + 2(23), (13) == (13). 

/c,) (14) == 2(13) + (M)- 2(31). 123i i23j, 

( (24) = 2 (23) + (24) - 2 (31). (31) = jS 4); 

I (12) = (12) -2(14) + 2(211. tl3) (!3) 2lM) »2(3n, 

/fj (14) = (14), (23) = (23) -2(24) 1 2,34 ). 

1 (24) = (24), (34) = (34). 

Bilden wir das Particmlarintegral <U'V (ilrirhimg (.'..) 

(7.) w ~ (12)-(13) )• (14) ♦ (23) (241 i i34l. 

715 ] SO ergiebt die eben gebildete Taln'lle i'i.j, duNs ir diut h dir i inlunfe tier 
Yeranderlichen a; xim einen dm* Funktr Z.-^, krim' Audrciing rrleidet. 
Da aber die Intcgralc tier (lleiidmiig (.'».) Hirli tiiv krini- aiidrirn rutlUehen 
Werthe von x verzweigen, so folgt, duss tr rint* riiidrntigf l'tutktii>ii von ./■ 
ist. Da nun die Integrale dm* (lleirlumg (2.), inlylirh aiu li tiir dm* (ilei- 
ebung (5.), fih* alle Werthe von ./• nm* iirstiiunitr \\ Cithr aimrhnimi*), so 
ergiebt sicb: 

Das Particularintegrul H* dor (ileirhnng (■’>.) ist rinr ratietuile 
Function von x, also diese (neirhung vrdiirt ihrl. 

*) Siel'ie meine Arbeit in Cebi,u* 3 Jonnml^ IM, iiib 5^- filpir'liiiim 


1) ATib. TI, 8, 180, Baud I diww iuifrtt. E, F. 
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d^y 

dx^ 


17. 

Es sei ■») Integral einer Differentialgleiciiung , welche mit Gleichung (2.) 
No. 16 zu derselben Klasse gehort, also 

(1.) K) = %«/ + ?! 

WO cp;i eine rationale Function von x, 

Setzen wir 

( 2 .) 

SO folgt 

(3.) . [Jifi] = + + 9>{yxyT-y^yT)- 

Nun ist nach. No. 4 
(4.) 


yx-nii-Viifix == [^y]> 


y,yf-y^yf 


P.(12) + r.4r(I2) + Ai{'2) 


+ -Ps 


dx' 


dx 

■(18) + P.-4(12) + P.4r(12). 


' dx'" 


wo P, wohlbestimmte rationale Functionen von a? und den Grossen \ be- 


deuten. Demnacb ist 


d 


(5.) [Aft] = (<p, + Po <?i) (Aft) + (Tj + P* 'P») 'f’» 


doo 


■(Aft) 


+ Ps % (^/*) + dx'^ 

Aus dieser Gleichung folgt, dass 

(6.) [12] - [13] -f [14] + [23] - [24] + [34] = iO. 

eine rationale Function von a; ist, namlich 

(7.) W, = (cp,+ P(,?3)W+(<Pj+Pl?3)*<''+Ps'P8*‘’“+^3'P3«’™+^4'P3*‘’ +P6'P3W 

wo w die durcb die Gleichung (7.) voriger Nummer bestimmte rationale 
Function von a?, ihre Ableitungen nach x bedeuten. Da die unc ion v] 

der Gleichung (1.) bei verschiedener Wahl der Grossen cp„, cp^, cp,, cp, die 
Periodicitatsmoduln saxnmtlicher Integi-ale erster und zweiter Gattung unrfasst 
(siehe No. 14), so driicken die Gleichung (7.) voriger Nummer und die Gleichung 
(6.) der gegenwartigen Nummer die sammtlichen zwischen den Perm dicitats- 
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moduln statthabenden Eelationen aus, welche in der Tbeorie der ABEnschen 
Functionen auf anderem Wege und von anderen Gesichtspunkten ans her- 
geleitet werden. Sie ergeben sicb bier, wie scbon in No. 14 bemerkt, als 
eine Folge der ReductibiUtat der Gleichung (5.) voriger Nummer. 

Wenn wir insbesondere 9,, <Pa wahlen, dass 

(8.) (<P, + P„ %) W + {9.+ Pt Ta) + P^ 'P» 
dann ist 

(9.) [12] - [13] + [14] + [23] - [24] + [34] = 0. 

Diese Grossen [A/i] geniigen im Allgemeinen einer DifFcrcnitialgleichung 
secbster Ordnung, welcbe nach Gleichung (5.) mit der Gleichung (5.) voriger 
Nummer zu derselben Klasse gehort. Sind aber f,, f., der Gleichung 
(8.) gemass gewahlt, so geniigen nach Gleichung (<>.) einer 

Differentialgleichung nur fiinfter Ordnung, in f bureinstinimung mit 
dem Satze II. No. 9. 

Ein Beispiel, welches uns hier besonders interesHirt , ist diiHjenige, wo tj 
die Periodicitatsraoduln des Integrals erster Guttung 

r zdz 

J v? w 


darstellt. Die 
wartigen Fall 


in No. 14 angedeutcte 


Reclinung 


ergiidd; 


i'iir den geg(!n- 


(10.) 7i = hv tv) * - i // - //' 






Die Werthe 

(11.) <p, = -3'y“(.'c), = - 

befriedigen namlich die Gleichung (b.), und die UGation (0.) isf f'iir di(;- 
selben, wie wir sehen werden, bis auf die Tkizeiclnmngswtdse mit der zu isc.lien 
den Periodicitatsmoduln der Integrale erster Guttung bestebenden Relation 
iibereinstimmend. 


18. 

717] Sei namlich v^, v^, v^, ein Fundamentalsystem von Integralcn der 
Gleichung (2.), No. 16, welches mit 2/,) ^,} .V* folgendermaassen zusammcn- 
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hangt: 

^ I ^1 ~ 2^2 Vii ^2 Vi Vi) 

1 ^3 = 2/l, ■^4 = Vz-Vi, 

so sind Vj, ubereinstimmend mit den Periodicitatsmoduln des Integrals 



an den Qjierschnitten a^, a^, wahrend v^, die Periodicitatsmoduln B^, 
desselben Integrals an den Querschnitten darsteUen*). 

1st 7] durch die Gleicbung (10.) voriger Nummer bestimmt, und ist 
Cl) Cj) C,, C* ein Fundamentalsystem von Integralen der Differentialgleicliung 
vierter Ordnung, welcher v] geniigt, das mit dem Fundamentalsystem von 
Integralen derselben Gleicbung in folgendem Zusammenbange 

steht: 

. j Cl = C, = r„-Y]3, 

( Cj = 7)i, C 4 = Yj, 7)j, 


so sind C,) Cj die Periodicitatsmoduln A[ des Integrals 

I" zdz 

J 

an den Querschnitten a,^ und C,, C* die Periodicitatsmoduln B[, B^ desselben 
Integrals an den Querschnitten 

Aus den Gleichungen (1.) und (2.) ergiebt sich 

(3.) 2/i = Vj, = v^ — v^ + v^, y, = v^ — v^ + v^i-v^, Ui = v^ + v^ + v^^, 

(4.) 7]i = ^ 3 , = Cl— Ca+Ca, Vjj = Cl— Ca+Cg+Cj, = Ci+Ca+C4. 

Setzen wir diese Werthe in Gleicbung (9.) voriger Nummer ein, so folgt 

( 5 .) '^1 Ca — ^^3 Cl + C4 ^4 C2 ^ 

Oder auch 

(5a.) A,B:- B,A[ + B, A' = 0, 

welches die oben erwahnte Kelation zwischen den Periodicitatsmoduln der 
Integrale erster Gattung ist. 

*) liber die Bezeichnungsweise vergl. Riemann, ABELscbe Functionen, No. 20^). 


1) Werke, II. Auflage (1892), S, 180-131 . R.F. 
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718] Setzen wir 


®,Ca-f,Ci = a, ®jC,-»8Ci = h, 
V 1 C 4 — = C, ®sC, ^ 8^8 ~ 


SO Dimixit die K.elatioD ( 5 .) die Gestalt an 


Hierzu tritt die identische Beziehung (siehe No. 1) 



af—be + cd — 0. 


Aus der Tabelle Gleichung ( 3 .) No. 16 ergiebt sich, dass nach einem 
Umlaufe von x um 


{ K) = 

^ I V, = 3 v,- 2 p^+ 2 v^, V, = V, 


' I = 2v^-2v^+2v^+v^] 


— 2w, + 2r8— t’. 


[v^ = dv,-2v^+2v^+2v^, V, = 2i;,-j7,+ 2»,+ 




-2v, + 2v^-Vs-2v^, = 2t),- 2»,+ 2 u,4- 3»^; 

3?;i+ 2?;,+ 2y^, = 2v^ + v,+ 2v^+ 2v^, 


.2v,-v^-2v^, V, 


Dieselben Transformationsformeln gelten den Gleicbungen (l 0.) voriger 
Nummer nnd den Gleicbungen (2.) zufolge, fiir Cj, Cj, C,, C^. Demnacb ist 
nacb einem Umlaufe der Variabeln x um 



\) a = a— 2d, b — h, c = c+2f, d = d, c — e, f = f] 

( a = 3a — 2d, b = 2a H- & — 2d, c — — 2a + 42i + 3c -1- 2f, 

^ \ d = 2a — d, f = — ib — 2c + 2d — /'; 

/a = a + 4& + 2c — 2cZ, b = 2a + b — 2c — 2d—2f, 

fcj)|c — —2a + 4:b + 5c + 2f, d = 2a + 4& — 3fZ — 2/’, 

(f = — 4& — 2c+ 2d + /'; 

^ (a = 3a + 46 + 2c — 2d!, 6 = b — 2c — 2f, 

= 3c+2/‘, d^2a + U-d-2f, f = -2c-f. 
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• 19. 

Es sei , 

( 1 .) = 0 . 

■wo 2/*’ = eine Differeatialgleicliung, deren Coefficienten ausser von x [719 
noch von zwei veranderlichen Parametern rational abhangen. Es sei t] 

ein Integral einer Differentialgleichung 

(2.) >3'*'+s.i^""+2iiV’” + 9:3V+a'4^ = 

welche mit (l.) zu derselben Klasse gehort, also 
(3.) V) = cpo2/ + ?iy'+93 2/®+'P3 2/'“> 

wo 9, rationale Functionen von x. Wir woUen iiberdies voraus- 

setzen, dass dieselben aucb von \ rational abbangen. Setzen wir in (3.) 
fiir y successive yi^ytiyz^Vi Elemente eines Fundamentalsystems), so 

soUen die beziiglichen Wertbe von iq mit y],, v),, bezeichnet werden. 
Wir wollen iiberhaupt zwei Integrale der Gleichungen (1.) und (2.) der Form 

und 

Ml 1)1 -t- «j Y], + M, Yls + M4 ^ 4 1 

WO Wj, Wj, Mg, willkiirlich gewahlte von x unabhangige Wertbe bedeuten, 

entsprechende Integrale nennen. 

1st (x,\^\) ein Werthsystem, welches die drei Gleichungen 

(4.) j:u,y, = 0, (5.) ■2v,y, = 0, (6.) = 0 

(1 = 1 , 2 , 3 , 4 ) 

befriedigt, worin willkiirlich gewahlte Grossen bezeichnen, so wollen 

wir iiber so verfiigen, dass dasselbe Wer&system (x, \,\) auch den 

mit den entsprechenden Integralen gebildeten Gleichungen 

(7.) 2*^1% = 0, (8-) = = o ; 

geniige. Wir konnen zunachst = 0, = 0 , m;, = 0 wahlen, und wii er- 

halten, wenn wir 

= [“i*] 

setzen, ^ 

Fuchs, mathem. Worlce. m. 
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( 10 .) 

Es ist aber identisch 

( 11 .) 

Demnacb baben wir 
720] (12.) 


ik — 

[23] 

^ — . 

[13] 


[12]’ 


[12] ’ 

A = 

[24] 

A — - 

[14] 


[12]’ 


[12] ’ 

tc, 

[34] 

A = . 

[14] 

w^ ~~ 

[13]’ 


■"[13] 


[12] [34] -[13] [24] +[14] [23] = 0. 


w. 


Is. 


M. 


(13.) 


ifl = _ A 

M, 


Die Beziebungen zwiscben dea u and den v, wie sie sicb aus den Glei- 
cbungen (10.) ergeben, sind im Allgemeinen transcendent; wenn dagegen 
die Gleicbungen (l.) and (2.) so bescbaffen sind, dass eine Gleicbang 


(14.) «,[12] + «,[13] + a, [14] + a,[23] + «,[24] + a,[34] = 0 


mit von anabbangigen Coefficienten stattfindet, so folgt aas derselben 

nacb Gleicbang (12.) zwiscben den u and v die Relation 


(15.) a, — ^ — a,— +a^— +a 5 «,( — -) = 0. 

^ ’ M3 ’ " W3 “ Mg u^J 


Es verbleiben biernacb drei von den Verbaltnissen willkar- 

licb, and sind Fanctionen derselben. 

Ist z. B. die Form der Gleicbang (14.): 


(16.) 

SO gebt (15.) iiber in 

(p.) 

Setzen wir 
(18.) 


[13] + [24] = 0, 




•£ = 

’ V. 




so befem die Gleicbangen (4.), (5.), (6.) and (7.), (8.), (9.) die folgenden 
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Gleicliungeii : 


(19.) 


Cy, - + 2/s = 0, 

+ = 0 , 

-lyt-fifi+y* = 0 , 

= 0 , 


woraus sich wiederum ergiebt: 

[23] _ 


( 20 .) 


[ 12 ] 




[13] _ 

-[ 12 ] - [ 12 ] 


Aus diesen drei Gleichungen sind x, \ als Functionen der tinab- 
hangigen Variablen, I, t'], C zti bestimmen. 

Die NatTir dieser Functionen ist natiirlich von dex Bescbaffenbeit der 
Coefficienten der Gleicbungen (l.) und (2.) abbangig. Man kann unter [721 
Umstanden an Stelle dieser Gleichungen irgend zwei andere derselben Klasse 
setzen, von der Art, dass x,\,\ eindeutige Functionen von |,7),C werden. 
Dieses Verhalten ist analog dem Verhalten derjenigen Function, welche durch 
Umkehrung des Quotienten eines Fundamentalsystems von Integralen einer 
Differentialgleichung zweiter Ordnung entsteht. Man vergleiche z. B. die 
Natur dieser Function an den beiden Gleichungen, welchen die Periodicitats- 
moduln der elliptischen Integrale bezuglich erster und zweiter Gattung ge- 
niigen und welche zu derselben Klasse gehoren*). 


20 . 

Wir wollen nunmehr die Eesultate der vorigen Nummer auf die Diffe- 
xentialgleichung der Periodicitatsmoduln der hyperelliptischen Integrale an- 
wenden, indem wir an die Stelle der Gleichung (1.) voriger Nummer die der 
Periodicitatsmoduln des Integrals 

r d0 

J 

(Gleichung (2.), No. 16), und an die Stelle von t] in Gleichung (3.) voriger 
Nummer den Ausdruck aus Gleichung (10.) (No. 17) des Periodicitatsmoduls 


Vergl. Ceelles Journal, Bd. 83, S. 31 ^). 


1) Abh. XXIV, S. 106, Band II dieser Ansgahe. E. P. 


6 * 
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des Integrals 

/ V/?^ 

setzen. An SteUe des Fundamentalsystems der vorigen Nummer 

wahlen wit das Fundamentalsystem K, wie es duich die Gleichungen 

(1.), No. 18 , bestimmt wird; also an SteUe von (■*],, '“'Jg? ^4) durch die 

Gleichungen ( 2 .), No. 18 , definirte Fundamentalsystem (C,, C,, Cj, C*)- Alsdann 
ergeben die Gleichungen ( 20 .) voriger Nummer, dass als F'unctio- 

nen von drei unabhangigen Variablen |, rj, C definirt werden 
durch die Gleichungen 


( 1 -) 


6 y C 

a a 


d 

a~ 




wo «, 6, c, d die in No. 18 Gleichung (6.) eingefiihrten Grossen sind. 

Den Grossen welche noch in cp(^!) auftreten, legen wir 

feste Werthe, z. B. die Werthe 0, 1 bei. 

722] Wir woUen in eine nahere Untersuchung der Functionen x, \ von 
|,7),C eintreten und namentlich die Eindeutigkeit derselben nachweisen, 
mit den fur Functionen mehrerer Variablen erforderlichen Modificationen, im 
Wesentlichen nach der Methode, welche wir*) angewendet, um den Modul k 
der elliptischen Functionen als Function des Quotienten der Feriodicitats- 
moduln der elliptischen Integrale zu erforschen. 

Durch Differentiation der Gleichungen (t.) ergiebt sich 


( 2 .) 


dvj 

dC 


, 6C „ , ac ,, 


a/f, 


dL 


Wir haben nunmehr die Functionaldeterminante 


( 3 .) 


+ 


07 ] ac 

dx' d\ 


*) Crelles Journal, Bd. 83, S. 13, Brief an Herrn Hermite ^). 


1) Ahh. XXIV, S. 85 ff., Banfl II dieser Ausgabe, R. P. 
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zu untersuchen. Dieselbe lasst sich, den Gleichungen (1.) zufolge*), auf die 
Form bringen 


. 1 _ ^ 6b dc 6d 

a* dx dbi dkj 


(^•) 

Es werde 
(5.) 

gesetzt. Aus der Gleichung (8.), No. 18, und den Gleicbungen (1.) folgt 

(6.) » = ! = 


dq dr d$ ^ , >. 


Es ist daher 


Daber ist 


dx d\ dk^ 5a; 


[72J 


= ->!(?(», S,«, a). 

(7.) G(a,b,c,f) = - riO{a,i,c,d). 

Auf gleiche Weise erhalten wir 

(8.) G{a,l,d,f) = ^G{a,l,c,d). 

(9.) Gia,c,d,f) = -HG{a,'b,c,d). 

(10.) Gib,c,d,f) = ^G{a,b,c,d). 

21 . 

Als Functionen der VariaUen x sind die verschiedenen Zweige tou 
a, I, c, d, f lineare homogene Functionen von einander; die Fundamental- 
suhBtitutionen dieser Ahhangigkeit sind in den Gleichungen (10,), No. 18, ge- 
gehen. Die yerscMedenen Zweige del Grossen {,ti,C, 9 als Funotionen Yon 
* hangen Knear von einander ah; die Fundamentalsuhstitutionen dresei Ab- 
hangigkeit sind unmittelhar ans den Gleichungen (10.), No. 18, atenlesen. 

Wii wollen eui Abkfiinung fui- 0(a,h,c,d) da, wo kein toYerstandinss 
moglich ist, kure den Buchstaben 6 setzen, und win woUen mit G denjemgen 


*) Vergl. Jacobi, Ceelles Journal, Bd. 12, S. 40‘)- 


1) C. G. J. JacobiB gesammelte Werke, Bd. in, jS. 236. B. 
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Werth bezeictnen, in welcben <? nach einem TJmlaufe der Variablen % 
iibergeht. 

Aus den Gleicbungen (10.), No. 18, und den Gleicbungen (7.) bis (10.), 
No. 20, exgiebt sich, dass nacb einem Umlaufe von urn \ 

^ {a-U)a 

nnd nach einem Umlaufe von x urn \ 

( 2 .) 5 = 


Hieraus folgt, dass sowobl fur den Umlauf von x um als aucb fur 

Gr 

den Umlauf um k die Function — unverandert bleibt. 

Wir bebaupten, dass diese Function aucb unverandert bleibt nach einem 
Umlaufe von x um \ und Wir konnten dieses durcb directe Berechnung 
aus den Gleicbungen (10.), No. 18, und (7.) bis (10.) voriger Nummer herleiten; 
wir zieben es jedocb vor, den Beweis nacb einem Verfabren zu geben, 
Welches fiir den allgemeinen Fall der byperelliptiscben Functionen eines be- 
liebigen Ranges in gleicber Weise anwendbar ist und durcb welcbes eine 
Eeibe combinatoriscber Becbnungen umgangen wird. 

Aus den Gleicbungen (10.), No. 18, und den Gleicbungen (7.) bis (10.) 
voriger Nummer ergiebt sicb namlicb, dass nach einem Umlaufe ^ der Va- 
riablen X 


(3.) 


G- = {m + OTj I + -/j + C + ff) G , 


724] wo m, OTj, ganze Zahlen bedeuten. Ein zweiter Umlauf der 

Variablen x fiibre G in iiber; so ist ebenso 


(4.) 


(r, = (m' + + m'^ri + G , 


wo m', m', ..., m' ganze Zahlen sind. 

Endlich moge der aus 8, 8^ zusammengesetzte Umlauf G in G^ uber- 
fiihren; dann ist wiederum 

(5.) G, = + + + 

., ml wieder ganze Zahlen sind. 
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Dutch den Umlauf 8^ mogen t), C, ^ bez. in tj', C', &' iibergehen;: 
dann ergiebt sich aus (3.), (4.), (5.)^ 

(6.) »»" + ««" S + •») + m" C + w" 3 

Da jede der Grossen tj', C', &' die Form hat 

ga + g,b+g^c + gj + gj 

a' 

wo ^,^ 1 , ganze Zahlen und a das bedeutet, worin a dutch den Umlauf 

8^ ubergeht, so ist 

»« + w,6 + + w,d 4- Mif 

(7.) 1M + m,| + m*,7j +»*,C + w*0 = 

Setzen wit noch 

(8.) a' = aa ■{■ a^l + a^c -V + tt^f , 

so geht die Gleichung (6.) iiber in 

(9.) (w"tt + m'[ I + w " c + m " d + ni'J){aa-\- aj) + a^c+ a^A-k-aJ) 

= («a + w,6 + «,c + Wa(i + w^f)(w'a + m'6 + WjC + TO'd + t»l/’). 

Diese Gleichung erhalt die Form 

(10.) Iff +ff+lf = 0, 

wo K eine ganze Zahl, L und M ganze homogene Functionen bez. ersten 
und zweiten Grades von a, b,c,d mit ganzzahligen Coefficienten sind. Da 

nun ausser der Relation 

^ (if + &* + cA = 0 

(s. Gleichung (8.) No. 1 8) keine homogene Relation zwischen a, b, c, d, f be- 
stehen kann, so muss 

(12.) ^ = 0. 

(13.) i = ya, 

(13a.) M = y(b" + cd) 

sein, wo y eine ganze Zahl ist, so dass . 

(14.) (m"a + m"b + mlc + mld + mlf)iaa + a^b + cc^c + cc,A + aJ) 

identisch fur beliebige Werthe von a, 6, 
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Eine genauere UntersDchung dieser Identit&t ergiebt 


Es ist demnach identiscb 

16.) (jM''a + »»"6 + <c+f<d + </ 

— («a + Wi& + WjC + < 

■Wenn also keine der Gleichungen 


orfollt ist, so muss 


sein. Bedeutet deix Umlauf «m A',, «o ist imch (ihdtd.uni 


also m = 1 , m , = 0, »i « o, 


2 , 


Bedeutet 8 den Umlauf von :r um A',, 

Hll 

in 

nuHorora 

I'klli! 

Gleickung (10.), No. 18, 






( w = - 3, 

M, = -4, H, - 2, 


1. 

II, 1, 


(19.) , 

““ ^ f ’^'^1 " ! 


.» 

" ) 

«, ■ O; 


demnack ist keine der 

Glcieliungon (n.) 

♦'rfiillt. 

\V 

ir InilH-u 

alsii 

den Gleickungen (18.) 






(20.) m[ = 4 Hi', = 2 Hi', III', =: 

— '2w\ 


O. 



Baker ist nach Gleiclmng (4.) niudi eincin I'luluiifr von r mii 


( 21 .) 




1st wieder 8 der Umlauf um k,, aber 8, dor I'litliutf uin k , so <;rgiobt 


sick nack den Gleickungen (10.), No. 18, im gogoiiwitrtigi'n Fallo 




Es sind wiederum die Gleicliungen (17.) idclit erfiillt. 
Daher folgt aus den Gleichungen (18.), wenn wir 

(23.) m' = 3A 


setzen, • 

(24.) m\ — 4A, = 2X, »i' = — 2A, »w' = 0. 

Demnach ist nach. einem Umlaufe um 

( 26 .) 5 . = 

WO A eine rationale Zahl ist. 

Setzen wir demnach 

(26.) ^ = H{a,b,c,d) = H, 

so folgt aus den Gleichungen (1.) und (2.), (21.) und (25.), dass nach einem 
Umlaufe von x um \ oder \ 

(27.) E=H, 

nach einem Umlaufe um /c, oder \ 

(28.) E= XH, 

wo A eine rationale Zahl ist. Da die Wurzeln der determinirenden Funda- 
mentalgleichungen der Gleichung (2.), No. 16, reale gauze Zahlen sind, so 
ergiebt sich, dass in Gleichung (28.) A nur den Werth +1 haben kann. 
Demnach ist B{a,h,c,d) eine eindeutige Function von a;. Weil aber die 
Differentialgleichung (2.), No. 16 zu der Klasse von Differentialgleichungen 
Crelles Journal, Bd. 66, S. 146 0, Gleichung (12.), gehort, ergiebt sich hieraus 
H(a,b,c,d) ist eine rationale Function von x. 

X) Abb. VI, S. 186, Band I dieser Ausgfihe. R. F. 


Fncbs, inathem* Werke. III. 
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ZUR 


theobib deb lineaben diffebentuegeeichungeh. 


22 . 


T> t j. ir h h h eehorigen dertermimrenden 
1 -n^P 7u den sineulaien Pnnkten I -i - *• ^ 

2ij Die zu aen »i g , rs No. 16 lanten ubereinstimmend 

Ftmdamentalgleichmgen der Gleicliimg (2.) n»- 

r’(»- — !)(»■— 2) — 0. 

^ , r^.i.h^^■nfTPn (Z ) No. 16 und den Gleichungen (9.) 
Demnacli ist nach den Gleichungen (rf.j 

No. 18 in der Umgebung von a; = 

/ =2 ^,1 + 

(2.) 

^ v, = !/u 

\ = I'd!; 

in der Umgebung von a: = ^ 


(3.) 




Vt = 'K* + ’ 


in der Umgebung von z — \ 

I Uj == i}i,j + . !h Jog (-^ ~ k $ ) > 




(4.) 


V, = 'W,- 


t?4 == 


32 ] in der Umgebung von z — h\ 


Vt == 't'i4+ 


V. = 't'2*+ 


•k. . tf. loe (x — l^). 


( 5 .) 
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In den Gleicliungen (2.) bis (5.) bedeuten die Grossen und nach. 
positiven ganzen Potenzen von foxtscbreitende Reiben, und zwar ist 

(6.) + + 

fexner sind Null verschieden. 

Die Integrale C gehoren zu dexselben Klasse mit den Integxalen v (vexgl. 
No. 9 und Gl. (10.) No. 17), dahex bleiben die Gleicbungen (9.) No. 18 be- 
stehen, wenn duxch und duicb Q exsetzt wixd, und es ist in dex Um- 

c, = 111, 

Cl = Xiu 

in der Umgebung von x = \ 

Cl = 

^2 X 22 J 

Cl == + 

in dex Umgebung von x = \ 

Cl = X.« + ^^3log(*-^»)> 

Ca = Xls + ^^sl0g(®-^3), 

Ca = X33-^^3lOg(«;-^3), 

Cl = Xi3 + ^%l°g(*-^»)! 
in dex Umgebung von a? = ^1 




gebung von x = \ 


(2a.) 


7 * 
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1 


(5a.) 


C. = + 


C, = Xu- 

In den Gleichungen (2a.) bis (5a.) sind die Grossen Xi^ und nach 
positiven gaazen Potenzen von a:-i^ fortschreitende Keihen. nnd zwar izt 

( 6 a.) '' 

femei Sind x„ft), )(.,(*.). xM X„ft) ™n Null verschioden. 

Ans den Gleichimgen (9.) No. 18 folgt, dass nacli einem Umlaufe um 

= -v„ = v, = -v,+ 2v„ = -t?,. 

Fernei- ist die zn a: = oo gehoxige determinirende Fundamentalglcichnng 
der Gleichung (2.) No. 16 

( 8 .) (r-i)(r-iy(r-D = 0 - 

Demnach ist in der Umgebung von s = of- 




(9.) 


»'• ^ 

id. 


% = X • 


i 1 ^ 


\ 




WO nacb positiven ganzen Potenzen von ^ fort«clir<!itend(! R<‘ihen hedeuten, 
von denen <}>,„) far x = co nicbt verschw iiulen. 

Alsdann ist 

C. 

C, 

-'I 


(9a.) 




C, = a? 


r 

*»4 


a? 


“I 


Xi. 


'*'^0 Xi «5 X 2 »» Xi.) Xs, positiven ganzen Potcnzen von fortsclireitcnde 

Eeihen bedenten, woven die drei ersten fiir x — oo nicbt vtjrschwindcn. 
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23 . 


Die Functionen c, d, f geRiigen der Differentialgleichung 


. d’Q ,,dQ 1 dw , . 


d’‘w 


d^w 


dw 


^ ^ . a W ^ n , r ^ . n. , (9) , i 

^ = 8^W+^®'l"-:?:;5- + 9'r-^+r«' 


( 1 -) 

wenn wir 
( 2 .) 
setzen. 

Die zu den singularen Punkten gekoxigen determinirenden 

Fundamentalgleichungen der Gleichnng (1.) lauten iibereinstimmend: 


da? 


dx 


( 3 .) 

Die zum Pnnkte x 
derselken Gleichnng ist 


r’‘(r-l)(r-2)“ = 0. 

oo gehorige determinirende Fundamentalgleichung 


(4.) (^_l)»(^_2)(r-3y = 0. 

Aus den Gleichungen (10.) No. 18 ergiebt sich demnach in der Umgebung 
von X — \ 

1 a = A‘“--^log(aj-fci), 

I = 

c = C'‘’> + Xlog(a:-^J, 

d = D“', 

yc* _ pit). « 

in der Umgebung von x = \ 


a = A“ + X(a-d)log(a;-ifcJ, 

TZ% 

I = J5®’ + X(a-d)log(«-fcJ, ' 

„ ^ C<«a.-L(-a + 26 + c + /')log(fl 5 -^:J, 
d = D® + X(a-d)log(a:-^»), 
f _ + _L(_26-c + d— f)log(aJ-^,); 


(7.) 
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2S] in der Umgebung von x = \ 

^ J:^(26 + c-d)log(a; — ilj), 

j JL(a — c — d— /')log(iK— ^s)» 

Tci ^ 

„ ^ (70) + J:,(-a + 2& + 2e + /’)log(a;-/0» 

d = !)'■>’+ -^(a + SJ-Sd-OlogCaJ-*,), 
f _ 7pt« + i(-26-c + d)log(a;-Jl;,); 

in der Umgebung von x = 

„ _ (a + 2 b + c-d) log (x-K), 

Tti 

I _ i{'«-~-(c+f) log (»-*,), 

TCt' 

c = C«> + --.-(c + /')log(‘''’-^'*)> 

TZl 

g ^ J)<« + .1 (« + 2& - d - /■) log (X - 

I f = ^ ^ 

I. den Gleichungen (5.) bis (8.) bedcuten G-, ir\ F- nach pusi- 

tiven ganzen Potenzen von x-k^ fortschreiteud.. K.dlum. Kbensc nmd die 

Coefficienten von log(x;-ft,), log(a;-^‘0> "* “ ^ 

chnngen (5.), (6.), (7-)) (8-) positiven ganzon Potenzen bez. von 

x-7c„ X -/••*, x-i, 

forts chreitende Reihen, welche bez. filr 

X = X = k„ X — k„ X = /.; 

nicbt verschwinden. 

Aus den Gleicbnngen (10.) No. 18 ergiebt sioh, diiHS nach einem Um- 
lanfe nm ;» = oo 

(9,) a = a, b = b, c = e, d — d + 2a, f ~ f — 2c. 


( 8 .) 
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Es ist dahex mit Kiicksicht auf Gleichung (4.) in der Umgetung 

a = 
h = 

c = 

WO -d'"’ C"”’, nach positiven ganzen Potenzen von 

schreitende Eeihen bedeuten, von welcben die drei ersten fiir ; 



vexscbwinden. 


24. 


Durch Differentiation exhalten wir die Gleichungen; 


( 1 -) 

woraus sich ergiebt 

a 


iS. = «5ii+4 




dx 




(X-- 


Nach den Gleicbungen (6.) No. 18 ist daber 


(3.) 




dx 

dc 

dx 

dd 

dx 

df 


. dv. 


dx ’ 

dv. 


(L — xvJ , 
0a! dx 




dv. N 


/ N ^^4 

0, = - 


dv^ 

dx 

do; 

dx 


X 


MalUpfciien wir die exste der Gleichungen (3.) mit T-i 
Jc^, so folgt, wenn wir die Bezeichnung 


von X = oo 


— fort- [afr 

0(/ 

= oo nicbt 


1 , 2 , 3 , 4 ) 


und setzen 
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einfuhren, aus den Gleichungen (2.) No. 22 und (5.) No. 23. 


die beiden exsten der Gleicliungen (3.) mit y 
aus den Gleichungen (4.) No. 22 und (7.) No, 


Multipliciren wir 
x-li und setzen x = 

4 


endlich die beiden ersten der (ibdtdiungou (:i.) mit 
so ergeben die Gleicliuugeu (•">.) -No. 2 2 und (3.) 


No. 23: 

( 11 .) 


(a + 2 & + c 



d~ 


i 


(c + f)x = hi 




( 12 .) 
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25. 

Wir wollen mit k irgend eine der Grossen \ bezeiclinen. Um 

die Function H{a,b,c,d) (No. 21 ) zu bestimmen, sind nunmehr die Werthe 
der Ableitungen nacb Ic von den Functionen a, b, c, d fur die singular en 
Funkte x = und fur x — oo zu berecbnen. Wir konnten die- 

selben unmittelbar durch Differentiation der Gleichungen (5.) bis ( 8 .) und 
der Gleichungen ( 10 .) No. 23 nach der Variabeln k erhalten — die Zulassig- 
keit dieser Differentiation liesse sich ohne erhebliche Schwierigkeit erweisen 
aber auch der folgende Weg fiihrt uns schnell zu demselben Ziele. 

Da die Integrale a, b, c, d,f der Gleichung ( 1 .) No. 23 durch die Um- 
laufe um ihre singularen Funkte \ die Substitutionen (1 0.) No. 18 [28 

erleiden, deren Coefficienten von den Werthen der Grossen \ unab- 

hangig sind, so wird nach No. 12 eine Gleichung 

dw 
die 


( 1 .) 


^ , dw . d^w ^ . d^ , , d^w 


^ dx^ 

in welcher Ai ArA) A ’^ach getroffener Wahl des k wohlbestimmte 
rationale Functionen von ic sind, durch jede der Grossen a,b,c,dj e- 

friedigt. . n at no 

Hieraus und aus den Gleichungen (5.) bis (8.) und Gleichungen (10.) 0 . 

-r^ Ba dh oc da ^ TJmo*ebuii£r 

ergiebt sich demnach, dass die Functionen qii dh' di ® 

von x = k. die Form P + Q,log(^-^p und in der Umgebung von a: = ^ ^^e 

Form P„ + Q„logi kaben, also in der Bezeichnungsweise meiner Arbeit ) 

■wie F beschaffene Ausdriicke sind. 

Setzen wir die Differentialgleichung (1.) No. 23 in die Form 

7> , K +1? +P — + 

(2.) + + + 0^^ + ‘6^ 

wolin P„, P„ ..., A gauze rationale Functionen von » und den Grossen \ 

.sind. und differentiiren diese Gleichung nach k, so to gt 

fdio\ 
dB 


(3.) 


_d' 

dx‘ 




6‘ 

'dx* 


dw 


/dw 


+ la* 


"I" Ss 


a“ 

ldw\ 

dx^ 

w 




dx 


eS d^w dB.d^w dB^d^y^ ^^E^ 


dw 


dk dx dk 


BoECHAKDTs Joumal, Bd. 66, S. 155 


1) Al)h. VI, S. 196, Band I dieser Ausgahe. R. I?. 
Fticlis, inatheTn. Werke. Ill* 
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■r. . h r d f so ist nach den Gleicliungen (5.) 

1st w eine der Functionen F beschaffene 

bis (8.) No. 23 w in «^i' ggj^ort. "^Ist der Exponent, zu 

Function, welcbe zum Exponen zum Exponenten -A-r, 

Wche. f geMEt. uDd « » 0, p., 

warend ^ ehLgen (6.) Ws (8.) enthalteaen Ausdruok und 

fm w semen m emer er g * | j,„seier Annahme 

& ^ den Vexgleictag dex gleich 

nach xnm Exponenten g , Coeffioienten von log (»:-«:,) Oder in 

lohen Potenzen von x-l, ™ dieEinheit nioht fibei- 

den nioht positiv ist. tvenn . 

schreiten darf, wenn A, = A-,, una aas, 

irdemseften Wege exgieht sioh untex Bexncksichtignng der Gleiohnngen 
(,„.) Hits, dass der Exponent, zn welchem in der 1 mgebung von . = ,» 

^''me'aen Im cltoSeiotang Eeigt 

nach der diiecten Differentiation der Gleiohnngen (S.) bis (. .) i • 
erwaxten war. - dass im Falle k - «• die Summon 

da da ^ db _ _ _ 

’dx'^dk’ dx die’ 

711 einem nicht negativen Exponenten gehoren. 

zu einem mmxb s {1iim<-bung cnies 

Hieraus ergiebt sich, dass Gia,l,t,d) fiei _ . 

jeden dex singulaxen Pnnkte I..,*,,*,.*, omo "U 

Punction ist, deren Exponent nioht unter die negal. e I-m I. ■ ■ 

sinkt, wahxend dex Exponent von 6(a,h,c,d) in der (.mge.ung 

von » = oo bochstens den Werth -5 bat 

Nacb Gleicbnng (26.) No. 21 ist 

G{a,b,c,d) = all{a,h,c,d). 

■Wir wollen znnacbst bemerken, dass H ausser fur die Wi itJu. A,, 
fill- keinen anderen endliehen Werth von uncudlicb iven en 
kann. 1st namlich x = ^ ein von den versebiedener ^\erth, iur welchcn 
jff unendlich wurde, so miisste, well G{a^b^Cjd) fur :r. (i vm^n 
Werth erhalt, a &x x = ^ verschwinden. Macbt x einen belidbigeu m an , 
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und gehen dabei a und G(a, 6,c,fZ) bez. in a und G{a,b,c,d) iiber, so ist 
-v^eil nacb No. 21 H eine rationale Function von x — nach Gleicbung (4.) 


(5.) G{a,b,e,d) = aE(a,b,e,d). 

Aus dieser Gleicbung ergabe sich, dass aucb a fiir x = ^ verscbwinden 
miisste. Ein Werth x = ^ aber, fiir welcben jeder Zweig eines Integrals der 
irreductibelen Gleicbung (l.) No. 23 verscbwindet, miisste die Function 
annulliren, was der Voraussetzung widerspricbt. 

Aus den obigen Entwickelungen und axis den Gleicbungen (5.) bis (8.) 

No. 23 folgt, dass 

( 0 .') H(x — — ^>)(^ ^ 4 ) 


fur keinen endlichen Werth von x unendlich werden kann. 

Aus denselben Entwickelungen und aus den Gleicbungen (10.) No. 23 folgt 
aber, dass H fiir x = 00 wenigstens vierter Ordnung verscbwindet. Dem- [ 3 ° 
nacb ist II eine von a; unabbangige Grosse. Da H nicbt identisc 
verscbwinden kann, so ergiebt sich, dass diese Function fe a; = 00 genau 


vierter Ordnung verscbwindet. _ 

Veitauschen wii in Gleichmg (2.) No. 16 a; mit i., so eihalten TO die 
Differentiolgleictong, Velchei y„ y., y. als Functionen Ton \ genngen. 
Wir gelangen also duich den obigen Schliissen analoge Schlnsse zu dem Ke- 

sultate, dass 

H{h-x) {\-K) {K-K) [K - h) 


eine von /i, unabbangige Grosse ist. Ebenso folgt, dass 

- x) (7c,- /c,) {K - h) {K - K) 


von 


\ unabbangig wird. 
Setzen wir daher 


(7.) {x — l^{x-\){x--K)i.^~ 


K) iK-K) i.K-h) iK-h) ih-h) (.K h) 


n, 


so erhalten wir 


( 8 .) 


E{(i,h,c,d?j — jj , 


wo )>■ eine von «, 


7c, unabbangige Grosse bedeutet. 


8 * 
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■ , . , /j,\ (' 5 '\ No. 20 und der Gleichung (26.) 

Nach den Gleichungen (4.) und (5.j ino. 

No. 21 ist dater ^ 

(9.) ^ 

■ 7 ^ n Ti nhli aneisre Grosse bedeutet. 

•vro A eine von \ unabnangig 

26. 

i.- ^ h r /I f in ihren realen und 

Wir woUen nnnmehr die Fnnctionen a,b,c,a,T m 


imaginaren Bestandtheil zexlegen, alao setzen: 


Cj + Cji, d = dj + dji, / /i + Zs*- 


X — x^ + xj, 


( 1 ,) a = a, + aj, I = + c 

Setzen wir ebenso 

( 2 .) 

so erriebt sich aus dem llMstande, dasa die Coefeoiontcn dor Tabelle (10.) 

No. 18 leale Grosaen sind, dass es erlaubtist. m dieaer labcllc „,b,c.,d, t 

A ^ h c d f bez. nnd a,b,c,d,f dnxch (\, f\ bez. zu ei- 

dnic „ 1 , "I T - ^ f dieienigen Werthe bezeidnict werdcn, in 

setzen, wenn mit aiejuugw -x a, ha,, r 

welche siob. die realeu I’anotionen a., 1., a,. <7„ /. dor realen ^ ana 

3 .] verwandeln, wenn der dutch die Coordinaten (a-,, a') l.eat.mmte Inn. nm 

;^ren der Punhte K,K,K,K -- Unrlanf volMeht. < • 

es erlaubt, in derselben Tabelle cijh^c^d^ f dure i ^ m \ ^ 

dnxch 

bezeichnen, was ans «,, c,, diesel >en -in an \<i» ^ • 

Die Function a/ + 6’ + cd vexschwindet nach den (xlcu-lmug.-n 0.) und 
(8.) No. 18 identisch fiir jedes und verwandelt sich duriih du' I mlauic uni 

die singulaxen Punkte in sich selbst. 

Bilden wix dahex analog die Ausdxuckc 

( 3 .) 9 i = + 

( 4 .) ¥2 = a^fi+K + Ctd'i) 


so exgeben die Vexwandlungstabellen fiir 

^ . . 1 ■G'» ... -.a ^ 4 . i V,* 


YOU welclien 

UW W.»-. . - ^ 1 , 

eben die Rede wax, dass die realen hunctionen 'f,, 'fa < '“i ^ ‘ ‘ 
Vaxiablen bei Umlaufen des Punktes (.r,,:/-,) urn die Punkte 

h ungeandext bleiben. 

f* 
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Ihxer Bedeutung nach bleibeu und a^, 6,, folglich aucb % 

und Tingeandert, wenn irgend welche Umlaufe urn aiidere Punkte 

vollzieht, 

Demnach sind 9^,9, eindeutige Functionen von 
Aus der Gleichung 


(6.) af+b^ + cd = 0 (s. Gleichungen (7.) und (8.) No. 18) 
folgt duxch Txennung des xealen und des imaginaxen Theiles 


( 6 .) 

(7.) 


I (al + al)f, = -b,[ab] + h,(al)-c,[ad] + c,{ad), 
i (al + al)f, = -i,iab)-b,[ab]-c,iad)-c,[ad], 

{ (Pi) = Pli2-P^ll> 

( [PQ] = Pi^ii+Pii^ 


gesetzt ist. Substituixen wix die Wextbe von f, und /; aus den Gleichungen 
(6.) in cpj, % (Gleichungen (3.) und (4.)), so folgt 

(8.) + = <P2(«'i + «"0 = + 

Hiexaus exgiebt sich zAinachst, wie auch unmittelbax aus Gleichung (5.) 
sich exgiebt, 

(9.) '?t = 

Setzen wix demnach 


( 10 .) 

so lautet die Gleichung (8.) 

<p(a”+a2) == (a&)^ + («d) (ac) = -R- 

Am dicsei Gleichung ergiebt sich die wichtige Folgenmg, dass das [sa 
Vorzeiohen der Function R fiir eine beliebige Stelle (x^,x,) nach 
Vollziehung beliebiger Umlaufe ungeandeit blei t. 


27. 

Aus den Gleichungen (5.) bis (8.) und (1».) No. 23 ergiebt sich, dass in 
dex Umgebung von x — 




= -(dJ,-d,Qlog9, + r„ 


( 1 .) 
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in der UmgebtiBg von x = \ 
in der Umgebung von x = \ 
in der Umgebung von x = \ 

( 4 .) , = i[fe + f.)(»,+ 2 S. + o.-i.)-(«. + /'.)(». + 2 ». + '-«l‘og<., + >'., 

\ J 

in der Umgebung von a: = oo 


( 5 .) 


% 


(c,«»j-Cjfli)log S>„+ '•«,• 


Wir haben hierbei in der Umgebung von x — 

( 6 .) x-kf, = ■ 

und in der Umgebung von a; = oo 

1 i>J 

( 7 .) 7 = "“^' 

gesetzt. Die Grossen r„ und erhalten fur p,, = be/,, p,. -= " cndhche 

Werthe. 

Aus den Gleichungen (1.) bis (5.) ergiebt sich: 

Das Vorzeichen von cp in hinlanglicher Nalic von l\ ist ubcivmsf uiuueud 

mit dem Vorzeichen des imaginaren Theiles von - demnuch nacli deu 

chungen (5.) und (6.) No. 24 mit dem Vorzeichen des imugiu:ireii 'Iheili-s von 

•K 


( 8 .) 


ds ( 

“^=1 vi:(^r4 




33] In hinlanglicher Nahe von \ ist das Vorzeichen von iil)t‘reinstiinmeud 
mit dem Vorzeichen des imaginaren Theiles von 

-2b-c + d-f 

, 

demnach nach den Gleichungen (7.) und (8.) No. 24 mit dem \ orzeichen des 
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imaginaren Theiles von 

dz ds 

In Hnlanglicher Nate von \ ist das Vorzeiclien von cp nbereinstimmend 
mit dem Vorzeichen des imaginaren Theiles von 

a — c — d — f 
26 + c — d ’ 


demnach nach den Gleichungen (9.) und (10.) No. 24 mit dem Vorzeichen des 
imaginaren Theiles von 


( 10 .) 



ds 


d0 

V'l'sC^y 


In hinlanglicher Nahe von li^ ist das • Vorzeichen von <p hhereinstimmend 
mit dem Vorzeichen des imaginaren Theiles von 


a + 21) + c — d 

^+7 ’ 

demnach nach den Gleichungen (It.) und (12.) No. 24 mit dem Vorzeichen 
des imaginaren Theiles von 


( 11 .) 


' 

K 







ds 


Endlich ist in hinlanglicher Nahe von x — oo das Vorzeichen von cp 
■iibereinstimmend mit dem Vorzeichen des imaginaren Theiles von — dem- 
nach mit dem Vorzeichen des imaginaren Theiles von 


( 12 .) 



Die Grossen aj, sind Quotienten von elliptischen Periodicitats- 

moduln. Jede derselben lasst sich durch Anwendung einer linearen Sub- 
stitution in die Porm bringen, nach der Bezeichnungsweise meiner [3+ 

Arbeit*). Nach den Ergebnissen dieser Abhandlung ist also der imaginare 
Theil der Grossen “i, « 3 ) “jj 


*) Bobchardts Journal, Bd. 83, S. 13 ^). 


1) Ahh. XnV, S. 85 ff., Band II dieser Ausgabe. B. F. 
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Es ergiebt sicb also: , , -r. i ^ 7 

Die EuDction cp ist in hinlanglicher Nabe der Punkte « — „ 

xind a; = 00 negativ. 

28 . 

AUB den Qleichungen (5.) bis (8.) und (10.) No. 23 eigiebt sicb, dass in 
der Umgebung von x = \ 

(1.) (ad) = + + 

in der Umgebung von x = \ 

(2,) (ad) = — + («*— dj)’! log9j + i’s) 

in der Umgebung von x = \ 

(3.) (ad) = i|( 2 &, + Ci-dO(a,-Cs-dj-/;)-(2?',, + c,-dJ(«i-Ci-di-A)|(logP5) 

+s;iog(), + 5 ,, 

in der Umgebung von x = 

( 4 .) (ad) = -i|(a,+ 2&, + c,-dJ(c, + f,)-(«2+2&, + c.,-d,)(Cj + /;)l(logc)J’‘ 

+ .< log 

endlich in der Umgebung von x ■= co 


( 5 .) 


(ad) = — “ («! + 0^) log Q.^ + 5,^ . 


Die Grossen und sind filr = D bez. — <i, und ebeusti .v^. .s^ bez. 
fur 9s = 0, 9^ = 0 endlich. 

Aus den Gleichungen (l.) bis ( 5 .) ergiebt sicb untcr Bt'rilcksiclitigmig 
der Gleichungen (3.) und (4.) voriger Nummer, dass [ad) sowohl ni hin- 
langlicher Nahe der Punkte \ als auch in hinlanglicher Kahc 
von X — CO einen positiven Werth hat. 


29 . 

Die Function <p ist filr jeden nicht singulareu Werth von x 
35] von Null verschieden, so lange die Grossen \ endlich und von 
einander verschieden. Nun haben -vvir in No. 27 bewiesen, dass 9 in 
der Nahe von x — 00 und von x = negativ ist. Da aber diese Function 
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in einer niclit singularen Stelle ihr Vorzeichen mir wechseln konnte, wenn 
sie daselbst verscliwande, so ergiebt sicb: 

I. So lange die Grossen endlich und von einander ver- 
scbieden sind, ist f stets negativ. 

Aus Gleicbung ( 11 .) No. 26 ergiebt sicb daber: 

II. Unter derselben Voraussetznng baben die Grossen {dc),{ad) 
entgegengesetzte Vorzeicben. 

III. In einer nicbt singularen Stelle kann keine der Grossen 
(ac), (a<Z) verscbwinden, weil sonst nacb Gleicbung ( 11 .) No. 26 daselbst 9 
einen positiven Wertb annebmen miisste. 

Da nacb No. 28 (ad^ in der Nabe der singularen Stellen positiv ist, so 
ergiebt sicb aus Satz III.: 

IV. Unter derselben Voraussetzung wie in I. und II. ist ausser- 
balb der singularen Stellen {ad) stets positiv und (ac) negativ. 

'SSfix wollen den Coefficienten von i einer Grosse z mit I{d) bezeicbnen, 
dann ergiebt sicb aus den Gleicbungen (5.) bis ( 8 .) und Gleicbungen ( 10 .) 
No. 23: 


Fiir X = 



fur X = 

fur X = 00 

( 3 .) l{^) = 00. 

Hieraus folgt: 

V. In einem der Punkte und in a; = 00 ist entweder 

9 gleicb Null oder unendlicb. 

Die Grossen a, b,c^d,f, als Functionen einer der Grossen aufgefasst, 
erleiden fiir die Umlaufe dieser Variabeln dieselben Substitutionen, welcbe in 
den Gleicbungen ( 10 .) No. 18 angegeben sind. Es gelten daber die Satze I— IV, 
wenn wir x mit k vertauscben. Diese Satze konnen wir alsdann folgender- 
massen zusammenfassen: 

VI. So lange die Grossen endlicb und unter ein- 

Fuchs, matliem. Werke. HI. ^ 
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ander verschieden sind, liaben die Grossen /(r^), /(-C), W-iCr,) I(-C) 
stets das negative Vorzeicben. 


stets das v 

«1 In deiTheorie der ABEMohen Fanctionen n-erden Gt..f»eu 
betiachtet*), welche mit nnseren Variabeln I, ij, C in folgondem Zuaammen- 

bange steben: 


iciCi 


■wi|, 


■ 7 :iT|. 


Me in den obigen 'ITieoiemen enthaltenen Rewiltate, in dirae lieneielmungs- 
ubeltragen, liefem den Sab, dn.» der reale Tbeil ,ler Mnudratise.lien 
Form « + (».,>. reale ganre Zable.,) eine dellnite Farm mil 

negativem Weiie ist. Biases Theorem, ivekbes auerst U,i:„.«s«) mit anderen 
HMftmitteln bewiesen, hat sieh also in unaerer lutersu. l.nng als eine Kigen- 
schaft der Functionen, mdcl.e gmvissen linearen DitferenlialKlei.-lumgen ge- 
niigen ergeben, gleieh wie wir das Tlieoreiii von den I’enodeiirelationen***) 
in No’ IS nnserer Ilntersuchung ebenf.dls als .-iuen Ausrtnss aus den Eigen- 
schaften der Integrale linearer Bitferentialgleirl.nngen erkanni haben. 


Hit. 


luuiioium der 


Weim wir den Satz V. varigt-r Xiuiinn'r aul I, r,, , a! 

Variabeln a;, A;,/.; ubertragen, HU lauti*! ilevs.-llu- 

I. Wenn zwei der V ariubeln -i', Aj, /.^ tniter einamier uder gleich 
einer der Grossen A (Hler wenn rin.' d.-r Variabeln uuendlieh 
wird, so ist entwcdur /(C) oder hi) h t,) h ,) "■ 

Nach Glcichung (11.) iS'o. Htl ist 


( 1 .) h:r,)h "I 

Wenn a; nnziiblig vide rntlaufe vidlzieht, der.art da's, .due eder inelirerc 

der Grossen g, r,, C von .r unaidiilngig werden, su wird, da 'f nugeaudiTt bleiht 
die recbte Seitc der Gleiebung {!.) verseliwinib-n, folgii.h atieh die linke, 

*■) IUeman.v, .'Vb. F., No. IBM. 

**) A. a. 0., No. 21 «). 

Kikm.v^’N, a, a. i)., No. 20®). 


1) RieraanM Werk«, IL Itifl. (ISta), i. 129. E. 1% 
3) A, a, 0., 8. 181-1$2. 1. F, 

8) A. a. 0., S. 131. B. F. 
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— Wenn tq, C auch. als Functionen der Veranderlichen 7{^ betrachtet 
werden, so lasst sich dieses B-esultat folgendermassen aussprecben; 

II. Wenn die Veranderlicben solcbe Umlaufe in un- 

endlicher Anzabl vollzieben, dass eine oder mehrere der Grdssen 
I, K], C von einer oder mehreren dieser Veranderlicben nnab- 
bangige Wertbe annebmen, so wird 

(2.) _I(|y-J(7j)I(-C) = 0. 

31. [37 

Wir baben es in No. 20 ausgesprocben , dass x,\,\ eindeutige Functio- 
nen von I, Y], C sind, und bemerkt, dass wir den Beweis dieses Satzes im 
Wesentlicben nacb der Metbode liefern wollen, welcbe wir fiir die elliptiscbe 
Modulfunction *) angewendet baben. Diese Metbode war im Wesentlicben 
die folgende. 

Sind 7 ]j, 7 ]j die dort naber bezeicbneten Fundamentalintegrale der Ditfe- 
rentialgleicbung der Periodicitatsmoduln mit der unabbangigen 'Variabeln 
so beweisen wir zuerst, dass der reale Tbeil des Quotienten H = ^ in der 
Nabe der singularen Punkte « = 0, 1, oo positiv ist. Bezeicbnen wir den 
realen Tbeil von H mit 3i(H), so kann es kein Gebiet T geben, innerbalb 
dessen 81 (H) negativ ist. Denn es miisste an der Begrenzung von P, wo 
81(H) sein Vorzeicben wecbselt, 81(H) verscbwinden. Wir zeigen aber da- 
selbst, dass das Vorzeicben von 31(H) vom Wege der Variabeln u unab- 
bangig ist. W^ir konnen nun den Umlauf von u so wablen, dass innerbalb 
r die Function H, also aucb 81(H) nicbt unendlicb wird. W^eil aber inner- 
balb r keiner der Punkte w = 0, 1, oo sich befindet, so musste 81(H) inner- 
balb r identiscb verscbwinden. Wir zeigen dann, dass fiir unendlicb viele 
Umlaufe, welcbe H von u unabbangig macben, 81(H) gegen Null convergirt. 
Der Gesammtwerthvorrath, den H fur alle moglicben Umlaufe von u erbalt, 
befindet sich daber auf der positiven Seite der lateralen H-Axe. In diese 
Axe fallen aucb die Wertbe von H, welcbe m = 0, u = 1 entsprecben. Fiir 
die Function u von H, wie sie durcb die Differentialgleichung zwischen u 

*) BOKCHAEDTs Journal, Bd. 83, S. 13 ‘). 

1) Alh. XXIT, S. 85, Band 11 dieser Ausgalie. ' K. F. 
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tind H*) definirt wird, sind aber u = 0, 1 die einzigen wirkUchen singularen 
Puiikte. Demnach ist u eine eiudeutige Function des Werthvorrath.es H. 

Genan ebenso verfahren wir in der Frage, die uns gegenwartig beschaftigt. 
Ans den Gleichungen ( 2 .) No. 20 , und aus den Satzen am Schlusse der No. 21 
und am Schlusse der No. 25 Gleichung (9.) folgt, dass die einzigen Singu- 
laritaten der Grossen sc, \ als Functionen der unabhangig von einander 
sich andernden Grossen tj, C, durch das Zusammenfallen zweier der Grossen 
x,Jc,Jc,Tc ,10 Oder das Unendhchwerden einer oder mehrerer derselben erhalten 
werden. Nach No. 29, Satz VI. ist der Gesammtwerthvorrath V der Mannig- 
faltigkeit |, tj, C, wenn die unabhangigen Variabeln a;, \ beliebige Wege be- 

schreiben, so beschaffen, dass /(t]), J(-C), 2(7]) J(-C) negativ bleiben. 

38 ] Diejenigen Werthe, welche durch unzahlig viele Umlaufe von x, \ von 
solcher Beschaffenheit erzielt werden, dass eine oder mehrere der Grossen 
I, 7 j, C von einer oder mehreren der Grossen x, \ unabhangig werden, 
liegen auf der Begrenzung von V (Satz II. No. 30). Fiir diese Werthe ist 
namlich 2(-C) = 0 . Ebenfalls auf der Begrenzung liegen 

die oben bezeichneten singularen Stellen von x,\, \ als Functionen von 
I, 7 ], C (Satz I. No. 30). Fiir diese ist namlich entweder 2(C) = 00 oder 
2 (|)“— 2 ( 7 ]) 2 (-C) = 0 . Hieraus folgt: dde Variabeln sc, \ sind ein- 
deutige Functionen des Werthvorrathes V der Mannigfaltigkeit 
I, TQ, C. 

In der That sind diese Functionen x, Ic^, \ vermittelst der Thetafunction 
als eindeutige Functionen von I, t], C darstellbar. 

(Fortsetzung folgt) ^). 


*) S. 1. c. p. 25 2). 


1) Dies© Fortsetzung ist nicht orscMenen. E. F. 

2) S. 98, Band II diesor Ansgabe. E. P. 



1) Anderungen gegen das Original. 


Es wurde gesetzt nach der DruckfeMer - BericMigung zur Mittheilung vom 1. November 1888 
(No. 1—7) , die mein Vater selbst am Schlusse der Mittbeilung vom 13. December (SitzungsbericMe 
1888, S. 1290) gegeben bat: 

S. 11, Gleicbnng (2.) recbter Hand — 1 an Stelle von +1, 

„ 13 ist in Gleichung (P^) binter 2 das Zeicben ± binzugefligt. 

Ferner w^urde, von einigen Druckfeblern , die stillscbweigend verbessert wurden, abgesehen, 
Folgendes verandert: 

S. 3, Zeile 1 Bedeutet statt Bedeuten, 

„ 5 wurde binter Gleicbung (5.) binziTgefligt, 

„ 10, Zeile 4 v. u. wird statt werden, 

„ 14, „ 9 wurde » der « vor Gleicbung eingefiigt, 

„ 16, „ 3 V. u. wurde »y ein Integral von (l.)« eingefiigt, 

„ 21, „ 4 v. u. wurde »das den Gleicbungen (2.) genligt* eingefiigt, 

„ 22, „ 1 den Gleicbungen statt der Gleicbung, 

Gleicbung (9.) wurde (a = 1, 2, . . ., w) angefiigt, 

Zeile 8 v. u. finden statt findet, 

„ 7 V. u. Gleicbungen statt Gleicbung; dasselbe nocb an einigen anderen Stellen^ 

„ 24, „ 6 warden die im Original binter W stebenden Worte: »einen Umlauf von aj um« 

gestricben. 

„ 25, Gleicbung (1.) recbter Hand A’, 2 w-i statt 

{i == 1, 2, , . 2w) statt (a = 1, 2, . . 2w), 

Gleicbung (S^.) wurde (a = 1, 2, . . ., r) angefiigt, 

Zeile 13 geniigt statt geniigen, 

„ 5 V. u. DiQ-i JDii) •• statt • **5 -^q.v-u 

„ 26, „ 4 (s. No. 4) statt (s. No. 5), 

„ 6 wurde »von x unabbangige« eingefiigt, 

„ 29, „ 8 wurde »in« vor Borchardts Journal eingefiigt, 

„ 33, „ 2, 6, 16 niedrigerer statt niedriger, 

„ 34, „ 5 »die statt s^x und »den x;ia« statt xu, 
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S. 35, Zeile 8 ist das Wort »bezeiclineten« vor Umlaufe weggelassen, 

„ 3 V. u. »mms< statt miisse, 

„ 37, „ 5 V. u. ihre Ableitungen statt die Ableitungen, 

„ 39, „ 11 V. u. zwiscben Cs »und« eingefiigt, 

„ 41, „ 13 V. u. »von X unabbangige« vor Werthe eingefiigt, 

„ 11 V. u. Ist statt Sind, 

„ 42, Gleicbung (15.) statt + , 

„ 43, Zeile 15 eines Fundamentalsy steins statt des Fundamentalsystems, 

„ 46, „ 1 »angegebenen<c vor Umlaufe gestricben, 

„ 47, „ 5 V. u. wurde Gleicbung (13a.) M = y(b^-hcd) binzugefbgt, 

„ 4 V. u. wurde zu Anfang »sein« eingefiigt, 

„ 52 in der dritten der Gleicbungen (9.) — statt +, 
in der dritten der Gleicbungen (9a.) — statt 4-, 

„ 57, Zeile 11 ibre singuliiren Punkte statt die singularen Funkte derselben, 

„ 60, „ 10 V. u., S. 62, Zeile 1 und 7 v. u., S. 63, Zeile 6 ist >den« vor Gleicbungen 

eingefiigt, 

„ 61, „ 3 V. u. No. 23 statt No. 18, 

„ 63, Gleicbung (11.) die obere Grenze im zweiten Integral statt 
„ 66, Zeile 9 wurde »sonst« nach weil eingefiigt, 

„ 18 vor Gleicbung (1.) x = /^i, ^2 statt x = 7^, 

„ 20 vor Gleicbung (2.) x === ICg, \ statt x ^ Ic^y 

Gleicbung (3.) j(-^\ = 00 statt == 0, 


unendlicb statt j Null, 

= cx) statt J'(C) == 0, ebenso S, 68, Zeile 7 v. u. 


2) Was die Einfiibrung der zu einer liuearen Differentialgleicbung gehorigen Klasse (No. 9, S. 17) im An- 
schluss an die beiden nacbgelassenen Arbeiten Riemanns >zwei allgemeine Siltze iiber lineare Uifferential- 
gleicbungen mit algebraiscben CoefficienteiK (Eiemanns Gesammelte Werke, zweitc Aiifiage (1892), 
S. 380) anbetrifit, so ist dazu Folgendes zu bemerken: Mein Vater bedieut sicb bier der Bezeicbnnng 
»Klasse« in einem etwas anderen Sinne, als sie urspriinglich von Riemann gedacht war. Nacb Rik- 
MANN gehoren lineare Bifferentialgleichiingen , deren Losungen an keiner Stelle von unendlicb bohor 
Ordnung unendlicb werden, zu derselben Klasse, wenn sie nicht nur in alien Yerzweigungsstellen ibrer 
Integrale, sondern aucb in denjenigen Unendlicbkeitsstellen ubereinstimmen , wo sicli die Integrale wie 


rationale Functionen vei’balten. Mein Vater aber bezeicbnet weitergebend Diberentialgleicbungen, deren 
Losungen keinen Punkt der Unbestimmtbeit besitzen, als zu einer Klasse geborig, wenn ibre Integrale 
dieselben Yerzweigungsstellen besitzen. Fiir diesen weiteren Begriff hat Herr Poincabk (Acta Matbematica, 
Bd. 5, 1884, S. 212) die Bezeicbnnng espece (von Herrn Schli^singee mit >Art« iibersetzt) eingefubrt. 
Man vgl. iiber diese Bezeicbnungen : L. SchIjEsingee, Handbucb der Theorie der linearen Differential- 


gleicbungen Band II j, No. 164 und No. 222; 

3) Zu dem in No. 12, S. 24, Gleicbungen (7.), (8.) und (9.) gegebenen Nacbw^eis, dass die Ableitungen 

der Elemente eines Fundamentalsystems nacb einem Parameter 7c keine anderen Singularitaten besitzen 
als ya selbst, ist Folgendes zu bemerken; Die recbte Seite der Gleichnng (9.) 

^yg ^ r df^(z, 7c) dz 

die 2Tzi J die — aj’ 
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wo das Integral iiber die Begrenzung W eines Gebietes erstreckt ist, in welcbem kein singnlarer Punkt 

der Diferentialgleichung sick befindet , setzt das zu Beweisende schon voraus , da diese Gleicbung nur 

bestebt, wenn innerbalb W eindeutig, endlicb und stetig ist. 

Dass die Functionen als Functionen von x in der That keine anderen Singularitaten als die 
ale 

Functionen ya selbst besitzen, so lange der Parameter innerbalb gewisser Grenzen bleibt, folgt, wie 
Herr Schlesingek, Handbucb u. s. w., IIj, No. 228, gezeigt bat, aus den Untersuebungen des Herrn 
PoiNCAR^> (Acta Matbematica, Band IV, S. 212 ff. Vgl. bierzu aucb: Schlesinger, Handbucb u, s. w., 
Band I, No. 85 und 106). 

4) Zu dem in No. 13 gegebenen Nacbweis , dass die Gleicbung (H.) — die jetzt sogenannte nt© Associirte 
der Gleicbung (A.) — reductibel sein muss, wenn (A.) den Anforderungen (cc.) in No. 11 gentigt, ist zu 
bemerken, dass dieser Beweis und iiberbaupt der Satz von der Reductibilitat der Associirten niebt 
riebtig ist. In der Einleitung zu der Mittbeilung vom 17. Marz 1898 in den Sitzungsberiebten der 
Akademie 1898, S, 222 sagt meinVater: »Es moge bei dieser Gelegenbeit bemerkt werden, dass sicb in 
die Mittbeilung in den Sitzungsberiebten 1888, S. 1284, Gleicbung (15.) bis (21.) ein Eecbenfebler ein- 
gescblicben bat, welcber den dort gegebenen Beweis beeintracbtigt«. Dieser Recbenfebler ist der folgende. 
Aus den Gleicbungen (6.) der No. 13, S. 26 folgt, dass fiir ein Fundamentalsystem wenn f von a; unab- 
bangig ist, die Grossen dieselben bleiben wie fiir 1^, wenn dass dagegen P^^^durcb 

j) zu ersetzen ist. Demnacb tritt an Stelle von x(0j /'xCO +2 -^Z'(t), 

f dh 

sondern ^((i) + 4 Z;'(Q. Dann lautet aber die Gleicbung (16.), S. 27 

2 df 

H ,(0 = + 


Statt (18.) ist zu setzen 


Also ist 


4«)+x«) = 


Vi = y+- 


M. 

dk 


Die Gleicbung (17.) ist also selbstverstandlich , wenn (12.) erfiillt ist. Es lasst sicb in der That 
zeigen, dass fiir jedes Fundamentalsystem H(t) = yZ'(t) ist, so dass man auf diese Weise ^e Reduc- 
tibilitat der nten Associirten niebt ersebliessen kann. Mein Vater ist spater nocb einmal auf den 
Gegenstand zuruckgekommen in der Mittbeilung vom 9. Mara 1899, wo er die notbwendxgen und bm- 
reicbenden Bedingungen fur die Reductibilitat der «ten Associirten entwickelt. , • ^ 

Die folgenden Untersuebungen tiber die Periodicitatsmoduln der ultraelliptiscben Integrals b ei en 
durch den angegebenen Febler unbeeinflusst , da ja fiir deren Differentialgleicbung Ordnung die 
Reductibilitat der zweiten Associirten immittelbar durch das Vorbandensein ernes rationalen Integrals 


5 ) 


ewmsen w^rd^ Gleicbung (15.) mochte ich zum besseren Yerstandniss die genauere Untersuebung, welcbe 

rXto r'= 0 '0 “• ~ 


Vater s gefunden hat; 

Setzen wir auf beiden Seiten der Gleicbung (14.) f 0, 0 un 

fiir a, &, c Werthe, welcbe den Gleicbungen 

+ + = 0, 


aa + ccii + == ^ 

■ 
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geniigen, so folgt, dass entweder y=0 odex m' = X a, m'^ = Icc^. Setzen 
wir auf beiden Seiten von (14.) /“= 0, c = 0 und fur a, b, d Werthe, welche 
sicb aus den Gleicbungen 

m'a + m[b + m^d — 0, 

aa + Wj J + a, d = 0 

ergeben, so folgt wiederum, wenn nicbt y = 0, dass m' == Aa, = X«^. 
Setzen wir endlich anf beiden Seiten der Gleichung (14.) a=o, d=0 
und fiir b^ c,f Wertbe, welcbe den Gleicbungen 

m[b + mlc + m[f = 0 , 

a^b-V a^c-\- aj' = 0 

genugen, so folgt, wenn nicbt y = 0, dass m'^ = Xcc^. Es ist dem- 

nacb, wenn nicbt y verscbwindet, identiscb 

m'a + m'^c + m'^d + m[f = X(tta + a^c + a^d + cc^f). 


Ebenso ergiebt sicb, dass unter denselben Umstanden 


na+ n^c+ n^d+ n^f = 
m"a + jm " c + m'^d + m"f = 

Setzen wk also 


(i(aa+ a^c+ agd+ cc^f), 
v{m'a + mlc + m'gd + m[f) 
Xv(cca+ a^c+ ttjd+ cc^f). 


Utt cc^c -{■ CC^d -h Ol^f = V, 

SO gebt (14.) iiber in 


{XvV+m"b){V+ a^b) — ((iV + n^b)(XV+7n[l) = yicif +¥+ cd)-, 


diese Identitat kann aber nur besteben, wern y = o. 

6) Die Theile dieser Arbeit von No. 26 an sind wobl nur als ein Entwurf einer schr tief liegenden 
Untersuchung uber die Art der Abbiingigbeit der Wertlie x, Jc^, von den g, rj, C anzuscben. In Bezug 
auf den am Anfang der No. 29 ausgesprochencn Satz, dass tp fiir jedcn nicbt singularen Werth von x, 
so lange die GrSssen Ic^ endlicb und von einander verscbieden sind, immer einen negativen Wertb haben 
mtisse, sei Folgendes bemerkt. Mein Vater hat, wie aus dem handscbriftlicben Nachlass hervorgoht, 
wiederbolt versucht, fur diesen Satz, der fiir die in den folgenden Nummern angedeutete Theorie grund- 
legend ist, einen Beweis zu geben. Icb mochte die beiden letzten Noten, die ich zu diesem Gegenstand 
im Nachlass vorgefunden babe, bier sum Abdruck bringen, wenn mir aucb das Beweisverfabren nocb 
nicbt vollstandig zu sein scbeint, da ihr Inhalt vielleicht fiir eine spiitere Forschung von Wichtigkeit 
werden kann. 

a) Setzen wir, wie in No. 26, x = x+xj, 1= I +il . so ist cp eine 

* X f f.C ^£1 f,l2 f I 

reale Function der realen Variablen x,^,x, So lange x in binlang- 
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licher Nahe eines sich befindet, oder in der Nabe von x = oo, ist 9 
negativ (No. 27 ). Soil cp in einem Gebiete F positiv sein, so miisste das- 
selbe durch. Curven abgegrenzt sein, welche die Punkte Av und 00 ans- 
schliessen. Moge eine solche Curve , die Tc^ ausscbliesst, heissen und 
die 00 ausschliessende C,. Betrachten wir cp in seiner Abbangigkeit von 
Jfc , so wird Cj sicb verandem, wenn sich verandert, und es wird nach 
No. 27 , da <p in Bezug auf dieselbe Eigenschaft, -wie in Bezug auf x be- 
sitzt, wenn in hinlangliche Nahe von \ riickt, tp durchaus negativ sein, 
also miisste aufhoren zu existiren. Dieses ist jedoch nicht mogUch, 
weil O, in hinlanglicher Entfernung von jedem der Punkte bleiben muss. 
Demnach kann es iiberhaupt kein Gebiet F geben. 

b) Der Beweis, dass <p stets negativ, lasst sich am besten folgender- 
massen liefern. Wir nehmen an, dass x und \ eine solche Lage haben, 
dass noch <p = 0 sei, dass aber, wenn /c, sich um ein Kleines nach einer 
Eichtung fortbewegt, cp negativ ware; dann ist, weil ir und X:, nicht singular 
sind, wenn wir setzen 

X — ix.^ = a, + to:,, \ + 

(1.) cp = Aix,-cc,) + B{x,-a,) + Cix-cc,y + Dix,-a,){x,-a,) + E(x,-aJ + -, 

worin die Coefficienten JL, J 5 , C, ... stetige Functionen von sind. 

Andern wir stetig, so geht 9 iiber in 

( 2 .) 9' = A'(x^-cc,) + S'(x,-cc,) + C'(x,-ccJ + D'(x,-tt,)(x^-a^) + E’(x,-ccJ + --; 

wo A', B\ C\ ..., cp' resp. von A, E, 0 , ..., 9 beliebig wenig verschieden 
sind (der gleichmassigen Convei'genz wegen). Es wiirde also auch, fiir das 
veranderte System 9' fiii* ^2 = “2 vexschwinden; aber wenn 

I , I nach der oben bezeichneten Eichtung abgeandert werden, so muss 9' 
negativ sein etc. xv-. . 


Fuchs, mathera. W erko. III. 
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BEMEEKUNG ZU DEE AEBEIT IM BANDE 75 SEITE 177 

DIESES JOUENALS. 

(Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 106, 1890, S. 1 — 4.) 


In meiner Arbeit (Journal fur Matbematik, Bd. 75, S. 179^)) babe icb [i 
den grossten unter denjenigen um den Nullpunkt der complexen Variablen w 
beschriebenen Kreisen, innerbalb deren nicbt zwei yerscbiedene Wertbe w der 


Function 


F(w) 


iog{w) 


{f{w), g{w) ganze rationale Functionen und f(0), ^(0) von. Null verscbieden) 
denselben Wertb ertbeilen, als Grenzkreis definirt. Der Eadius dieses Kreises 
ergab sicb (daselbst S. 184*)) als der Modul deijenigen Wurzel der Gleicbung 
F'(w) = 0, welcbe unter alien Wurzeln derselben den kleinsten Modul bat. 

Wenn die Coefficienten der ganzen Functionen f(w) imdgiw) besonderen 
Bedingungen Geniige leisten, kann jedocb der Eadius des Grenzkreises einen 
kleineren Wertb baben*). In der folgenden Notiz soil dieser Ausnabmefall 
pracisirt werden. 

Hieran scbliesse icb eine Bemerkung, aus welcber hervorgeht, dass die 
Bestimmbarkeit des Grenzkreises nacb den S. 194*) (daselbst) zusammen- 
gefassten Forderungen von dem Ausnahmefalle nicbt beeinflusst wird. 

*) Ein solches Beispiel wnrde mir von Herrn Anissimoff, Privatdocent an der Universitat Moskau, 
.vorgelegt. 


1) Abb. XIV, S. 361, Band I dieser Ansgabe. R. F. 

2) Ebenda S. 369. R. P. 

3) Ebenda S. 379. R. P. 
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1 . 


Der Ausnahmefall zieht seinen Ursprung aus dem S. 181 — 182^) (daselbst) 
betrachteten Falle == 0 und ergiebt sick folgendermassen : 

Setzen wir in die Gleichung 

( 1 .) ^{to,w,) = 0, 


w — re^ , 


w, = 


2] so ergeben sich hieraus durcb Trennung des realen iind des imaginaren 
Theiles die algebraischen Gleichungen 


( 2 .) 


G(cos<p, cosfi, r) = Oj 
£■(008 9, cos<p,, y) = 0 


mit realen Coefficienten. Der Voraussetzung gemass werden dieselben be- 
friedigt durch die realen Werthe r = 22, cos 9 = coscp", coscp^ = coscp'. Dem- 
gemass ergeben die Gleicbnngen (2.) in der Umgebung von r = R 


cos tp = cos (p" + Sp ((y — 2?)^) , 
cos «p, = cos <p' + 5Pi{(y — 

JL 

wo nach positiven ganzen Potenzen von {r — Ry forts chreitende lieihen 

mit realen Coefficienten bedeuten. Die Gleicbnngen (3.) liefern der Voraus- 
setzung nach nur fur r > R reale Werthe fiir die beiden Grossen 9 und 9^ 
(vgl. daselbst S. 182^)). Dieselben lehren, dass die Lagen je zweier zusammen- 
gehorigen Punkte eines Kreises K^. sich mit r stetig andern. 

Der Voraussetzung gemass entsprechen den Werthen von w in der Um- 
gebung von w" Punkte 10^ in der Umgebung von w\ die ausserhalb oder inner- 
halb K liegen, je nachdem w innerhalb oder ausserhalb K befindlich ist. 
Sind daher w und zusammengehorige Punkte des dem Kreise K unendlich 
benachbarten concentrischen und grosseren Kreises K\ welche resp. den 
Punkten w" und w' unendlich benachbart liegen, so miissen die geometrischen 
Quantitaten w — w" und w^ — w' die Kichtungen der Tangenten des Kreises K 
resp. in w" und w' haben. Nun sind aber dieselben geometrischen Quanti- 



1) Abh. XIV, S. 365 — 367, Band I dieser Ansgabe. R, F. 

2) Ebenda S. 866. R. F. 
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Halbselmen eines und desselben Kreises X'. Sind demnach cp"+<? 9 , cp'+<?^ 
resp. die Argumente von>w und w^, so folgt daher zunachst 


also 


Bd<f = ± 


(4.) d<f = ± df^. 

Da fiir alle von w = w\ = w’ ausgebenden entsprecbenden Wegelemente 
denselben Wertb annimmt, so gilt Gleicbes von 

d log tCj 
d log w 


Fiir die entsprecbenden Wegelemente w — w" und w^—w', fur welche dr^= dr, 


erhalt 


d log 
dlogw 



KAJ! . *7 




nach Gleichung (4.) den Wertb 


(5.) 


Nun ist 


( 6 .) 


dr 

l+iB*-’ 

dr 


d log __ F'(iv) iv 

d log w jF' {w^) 




A + Bi 


Es wird gefordert, dass B = 0 sei. Wenn demnacb endlicb und von Null 
verscbieden, so miisste im Ausdriicke (5.) das obere Vorzeicben ge'wablt 
■werden, und es ergabe sicb demnacb A = — 1. Derselbe Wertb von A 
wiirde filr -^ = 0 auftreten. Da aber der Wertb A = - 1 nicbt statt baben 
kann (siebe daselbst S. 182^)), so bleibt nur die Annabme iibrig, dass 
unendlicb wird. Die Wabl des unteren Zeicbens liefert alsdann 


(7.) A = 1 

Oder 

(8.) wF'(w) + w,F'{w,) = 0, 


1) Abb. XIV, S. 366, Band I dieser Ansgabe. E. P. 
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Hierdurch ist der Ausnahmefall voUstandig umgrenzt: 

Haben. die beiden Gleicbungen (l.) und (8.) Losungen 
fiir welche die Moduln von und w einander gleich. sind, und 
ist der kleinste dieser Moduln kleiner als die Moduln der Wur- 
zeln der Gleichung jP'(w) = 0, so ist derselbe der Radius des Grenz- 
kreises. 

Dass die Moglichkeit, dass rv^ und w denselben Modul haben, in der 
That einen Ausnahmefall ausmacht, ergiebt folgende Erwagung: 

Setzen wir in die Gleichungen (1.) und (8.) w — und 

trennen die realen und die imaginaren Bestandtheile, so erhalten wir zur Be- 
stimmung von r, cos®, cosipj^ vier algebraische Gleichungen, deren Zusammen- 
bestehen eine Bedingungsgleichung fiir die C-'oefticienten von /'(•«;) und g{w) 
zur Folge hat. 

Wir bemerken iibrigens, dass auch der Fall B = oo (S. I SI daselbst^) 
4 ] gewissermassen zum Ausnahmefalle gehort. Es kann niimlich nicht «// eine 
Verzweigungsstelle der Function w von sein. Denn aus der Entwickelung 

( 9 -) = Co {lo^ — 10') + e, {iL\ — + - • • , 

welche in der Umgebung von = w gilt, und wo ■/, A ganze positive Zahlen, 
letztere grosser als Eins, wilrde sich ergeben, dass innorhalb liT gelegenen 
Punkten der Umgebung von w’ ebenfalls innerhalb K gelegonc Puukte der 
Umgebung von w" entsprachen, was dem Begriffe des Grenzkreiscs wider- 
spricht. Es ist demnach mit F'(v}') = 0 gleichzeitig F\w") = 0 . Also auch 
in dem Falle B = 00 geniigen w^ = w\ w = 10" den Gleichungen (1.) und 
(8.), und haben denselben Modul. 

Demgemass ist der Normalfall der, dass auf der Peripherie des Grenz- 
kreises zwei entsprechende Punkte zusammenfallen (siehe S. I81) daselbst^i). 

2 . 

Um zu zeigen, dass die Bestimmbarkeit des Grenzkreises den Forderungen 
gemass, welche S. 194®) daselbst zusammengefasst sind, von dem Ausnahme- 

1) Abh. XIV, S. 365, Baud I dieser Ausgaha. R. F. 

2) Ebenda S. 364. E. F. 

S) Ebanda S. 379. K. F. 
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f all Pi nicht bexiilixt wixd, wollen wix an die in No. 5 bis 9 daselbst^) getxoiFenen 
Bestimmungen anknupfen. 

Die Gleicbnng (1.) No. 6 daselbst eingefiihrte Gxosse a bleibt willkuiEch, 
und nux ihx Modnl bat eine gewisse untexe Gxenze. Setzen wix (Gl. (3.) 
No. 5 und Gl. (1.) No. 6, Gl. (9.) No. 8 daselbst) 

p/ \ f (if) \{ni — 1) M)”*'*'* — (m + 1)] + a {m — 1) (w”'*'’ — 1) 

Bilden wix mit diesex Function die Gleicbungen (1.) und (8.) voiigex Nummer, 
setzen in denselben w = re’^\ = re'^^\ so exgiebt die Txennung 

des xealen und des imaginaxen Theiles viex Gleicbungen fiir r, coscp, cosif^. 
Die Elimination diesex Gxossen liefext eine algebxaiscbe Gleicbung zwiscben 
jj und p'. Man daxf also nux p und p' so wablen, dass diese Gleicbung 
nicbt exfilllt weide. Dann geboxt dex Gxenzkieis unserex Function F(w) 
dem Noxmalfalle an, und es bleiben die Scbliisse dex No. 6 bis 9 daselbst 
besteben. 

Bexlin, Septembei 1889. 


1) Abb. XIV, S. 370—370, Band I dieser Ansgabe. R. F. 
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tBER ALGEBRAISCH INTEGEIKBAEE LINEAEE DIEFERENTIAL- 

GLEICHUNGEN. 


(Sitzungsberichte der Konigl. preussischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 
1890, XXYI, S. 469 — 483; vorgelegt am 22. Mai; ausgegeben am 5. Jnni 1890.) 


Es seien die Integrale der irreductiblen Diiferentialgleicliung 


[469 


(A.) 


dy 


mit rationalen Coefficienten iiberall bestimmt*), und es werde vorausgesetzt, 
dass die Wurzeln der sammtlicben determinirenden Fundamentalgleichungen 
rationale Zablen sind, rind dass zwischen den Elementen eines Fundamental- 
systems von Integralen y^,y^,yg der Gleichung (A.) eine homogene Relation 
n*®” Grades mit constanten Coefficienten , 


(B-) fiyi,y^,y!>) = o 

bestehe, deren Unite Seite sich nicht in Formen niedrigeren Grades zerlegen 
lasst. — In friiheren Arbeiten**) babe ich fur n>2 aus diesen Voraus- 
setzungen die Folgerung gezogen, dass die Gleichung (A.) algebraisch integrir- 
bar sei, indem ich den Nachweis fiihrte, dass s; als Function von ^ 

*) Siehe Borchardts Journal, Bd. 66, S. 146, Gleichung (12.)^). 

**) Sitzungsberichte vom 8. Juni 1882, S. 703ff. und Acta mathematica, 1. 1, p. 321®). 


1) Ahh. VI, S. ISd, Band I dioser Ansgabe. R. F. 

2) Abb. XXXIX, S. 289 ff., nnd Abb. XL, S. 299 ff.. Band 11 dieser Ansgaba. R. F. 
Fuchs, mathem. Werke. HI. 
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nur eine endliclie Anzahl von Werthen annehme*), und dass 
zwisclien ^ nnd y] eine algebraische Differentialgleickung erster 
Ordnung bestekt, in welcher die Variablen separixt sind**> 

Diese DifFerentialgleickung wird folgendermaassen gebildet. Es sei II{f) 
die HEssEscke Covariante der Form f, so ist***) 

H{f) = Xis), 

wo X(^) Wurzel einer rationalen Function von z. 

T 2 „ ^9 r 


Sei 


h. 

Vt 

S(f) 


c), 


endlick A(^) diejenige Wurzel einer rationalen Function von welcker die 
Hauptdeterminante von y^, y^ gleickwertkig ist. Setzen wir zur Abkiirzung 


sn— 6, 


V X 


K(ri), 


sn-ii. 


■^X = e(^), 


Vzx 


Q 




so lautet die genannte Differentialgleickung t) 

Wir fiigen fiir den weiteren Gebrauck nock hinzu, dasstt) 
((3.) y, = 0(4r)I,(-/i). 


Acta math., a. a. 0., S. 328 *). 

**) Acta math., S. 329 2 ). 

***) Acta math., S. 323®). 
t) Acta math., S. 329, Gleichung (27.)^). 
ft) Acta math., S. 329, Gleichung (26.)®). 


1) Abk. XL, S. 806, Band 11 dieser Ausgabe. E. P. 

2) Ebenda S. 307. B. E. 

8) Ebenda S. SOL E.P, 

A) Ebenda S. 307. B. E. 

8) Ebenda S. 307. B. E. 
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Wie mit Hiilfe der Gleichung (a.) die algetraisclie Natur der Integrale der 
Gleichung (A.) zii erweisen ist, findet sicli am. angefulirteii Orte nur ange- 
deutet. Indem wir auf diesea Nachweis hier des Naheren eingelieii, wollen 
wir zwei Verfahrungsarten entwickeln, welcke auf vexscMedeaen Principien 
beruhen und, wie es scheint, ein Tiber den vorliegenden Zweck binausreicbendes 
Interesse darbieten. 


l' 

Wir schicken einige Satze voraus, welcbe wir im Folgenden verwenden 
wollen. 

1. Sind die zu 2/,, adjungirten i'unctionen, so bat 

das Bestehen der Gleichung (B.) zur Folge, dass einer 

homogenen Belation mit constanten Coefficienten geniigen. 

Denn durch DiiFerentiation nach z folgt aus (B.) 


( 1 -) + + 

WO gesetzt ist. Ausserdem ist 

( 2 .) + + 


[471 


Eliminiren wir aus (l.) und (2.) successive und so ergiebt sich 
(3.) = 0, 

(4.) = 0- 


Aus den Gleichungen (B.), (3.), (4.) ergiebt sich durch Elimination von 2 /,r 2 ^j, 2/3 
eine homogene Relation zwischen w^, mit constanten Coefficienten. 

Ist w>2, so ist auch der Grad der zwischen stattfindenden 

Relation grosser als 2. 

II. Es sei die Differentialgleichung 

(5.) 2/'”’ +i>i «/*■” + ••• +i7m2/ = 0 

irreductibel und die Integrale derselben uberall bestimmt*). 
Es seien uberdies die Zweige eines Integrals y derselben, bis auf 
constante Factoren, von endlicher Anzahl, so besitzt dieselbe 


*) Boechaedts Journal, Bd. 66, S. 146, Gleichung (12.)^). 


1) VI, S. 186, Band I dieser Ansgabe. B. F. 
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ein Fundamentalsystem von Integralen, deren logarithmische 
Ableitungen algebraisclie Functionen sind. 

In der That, wenn die Zweige eines Integrals y der Gleichung (5.) bis 
auf constante Factoren mit den Wertben yi y^ty^i iibexeinstimmen, so 

sind die Zweige der Function u = - genau mit den Wertben 

dlogyr.. 


dlogy 

U = 3^-^ 


dlogy. 


dIogy2 

da 


Mr-i = 


dz 


iibereinstimmend. Die symmetriscben Functionen von sind 

daber eindeutige Functionen von z. Da die Integrale von (5.) iiberall be- 
stimmt sind, so baben diese eindeutigen Functionen keine wesentlicb singulare 
Stelle, sie sind also rationale Functionen von z. Demnacb ist u eine alge- 
braiscbe Function von z. Die Gleicbung (5.) besitzt die Integrale 

fuidz 


Vx = « 


(r = (), l,2,...,r-l) 


Von diesen rniissen m linear unabhangig sein, da sonst Gleichung (5.) 
mit einer linearen DifFerentialgleichung niedrigerer als Ordnung und mit 
rationalen Coefficienten Integrale gemeinschaftlicb hatte, gegen die Voraus- 
setzung. Die Gleichung (5.) besitzt daber ein Fundamentalsystem von Inte- 
gralen, deren logarithmische Ableitungen algebraisch sind. 

472] 2 . 

Wenn die . Gleicbung (A.) die Relation (B.) zulasst, und wenn ausserdem 
bekannt ist, dass die Zweige eines Integrals y derselben, bis auf constante 
Factoren, von endlicher Anzahl sind, so hat dieselbe nach Satz II. voriger 
Nummer ein Fundamentalsystem von Integralen 2 ^,, y,, 7 / 3 , deren logarithmische 
Ableitungen Zweige einer algebraischen Function sind. Bezeichnen wir die- 
selben bezuglich mit so folgt aus Gleichung (l.) voriger Nurnmer 

(^•) /'i2/.Wi + /’j2/2“2 + /’8 2/8W3 = 0- 


Aus dieser Gleichung und aus Gleichung ( 2 .) voriger Nurnmer ergiebt sicli 

(2.) + = 0- 

Wenn wir vermittelst der Gleichung (B.) C als algebraische Function von yj 
in Gleichung ( 2 .) substituiren, so konnte sich ereignen, dass dieselbe fur die 
beiden unabhangigen Variablen a, identisch erfullt wiirde. 
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Sind blosse Functionen von z nnd blosse Functionen von 

7 j, und ist identiscb fiir die unabbangigen Variablen 7 ], s 

(3.) + — 0 , 

so ist auch 

(3a.) A[B, + A',B, = 0 

identiscb erfiillt, wenn A[, A'^ die Ableitungen von A^, A^ bedeuten. Sind 
nicbt identiscb Null, so folgt aus (3.) und ( 3 a.), dass die Haupt- 
determinante der Functionen A^^ A^ identiscb verscbwindet, dass demnacb*) 

(4.) A, = yA,_, 

wo y von z unabbangig. 1 st 

A^ = M, Ug , A^ = Mj Mj , 

sowie jB,, jBj die sicb aus vermittelst Gleicbung (B.) sicb ergebenden 

Functionen von y], so wiirde das identiscbe Besteben von ( 2 .) nacb Gleicbung 
(4.) zur Folge baben 

(5.) M.-Mj = y(u^-u^) 

und 

( 6 a.) fs^ii + y/iyi = 0 , 

(6b-) / 32 /S+ (l-J')/iyi = 0, 

wo y eine Constante. Es kann namlicb wegen der vorausgesetzten Be- [473 
scbaffenbeit von f nicbt 5^, identiscb verscbwinden. 

In Folge der Tiber f gemacbten Voraussetzung ergiebt sicb aus (5a.) und 
(5b.), dass identiscb fur alle 27 , 

(3.) f2% + Yfiyi = W 

und 

(3a.) + 

wo M und Mj Constanten bedeuten. 

Boechardts Journal, Bd. 66, S. 128*). 


1) Abb. VI, S. 166, Band I dieser Ausgabe. E. F. 
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Es konnen nicht M imd gleichzeitig verschwinden, da sonst durck 
Addition der Gleichungen (6.) und (6a.) sick ergeken wiirde, dass f fiir alle 
Wertke identisck versckwindet. Es sei daker zunackst M von Null 

versckieden, und wir setzen 

(7.) /■ = ®oy8”+<Pi2'r‘ + *" + 9n» 

wo cp;^ eine komogene Function A*®" Grades von y^ bedeutet. Aus (6.) 
ergiebt sick 

(7a.) (t = 0,l,...,n) 

Setzen wir 

(8.) % = Ei, y\ + sj, + — + su y\, 

so folgt aus (7a.) 

(9.) = [7^+y(A — ^)]s;ii- (fc = 0, 1, . . ., X) 

Demnack ist entweder y = 1, oder es bestekt cp;^ nur aus einem einzigen 
Gliede, namlick 

(10.) % = s;j yl~^^y'^\ (1 = 1, 2, 9, = 0) 

wo 


(10a.) 


h 


M—Xy 


M 


— ft — Av. 


1—y l—y 1—y 

Es kann aber nicht y — \ sein, da sonst (6a.) ergeben wiirde, dass f eine 

df 

zerlegbare Form sei, oder dass d. k.*) verschwinden wurde, was der 
Voraussetzung widerspricht, dass y^,y^,y^ ein Fundamentalsystem bilden. 

Wir haben daker 

474 ] f = 

i 

Oder 

( 11 -) f = y:y^y:'^'Ex^x{yry7^y:^f- 

1 

Die Gleickung (B.) erforderte daker 

( 12 .) fry^y;' = o, 

wo C eine Constante. 


*) Acta math., S. 331, Gleichung (0.) *). 


1) Abk. XL, S. 308, Band II dieser Ansgabe. E, F. 
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liS kann nicht /" = cp^ sein, weil aus = 0 sick y] = constans ergeben 
wiirde. Es kariii andererseits , da cp^ = 0, nicbt aucb cp^ identiscb verschwinden, 
demnacb ist cp„ und wenigstens fiir noch einen Werth des Index A von 
Null verscbieden. Aus (10a.) ergiebt sicb daber, dass fi und v folglicb aucb 
y und M reale und rationale Zablen sind. 

Da die bnke Seite von (12.) nacb einem Umlaufe von wie leicbt zu 
seben, identiscb in sicb selbst iibergefiibrt werden muss, so ist die HEssEscbe 
Determinante derselben 

also nacb Gleicbung (12.) die Function gleicb der Wurzel einer ratio- 

nalen Function. Es sei 

(12a.) = .j;, 


wo tj; Wurzel einer rationalen Function. 
Aus (12a.) ergiebt sicb 


(13.) 


Hi + Itj + = 


d log 4' 
dz 


Aus den Gleicbungen (5.) und (13.) folgt 


(14.) 


= 


2 — y y-1 dlogtj; 

2j,_i“i+2y-l dz 


Die Function ist aus durcb einen Umlauf U der Variablen z bervor- 
gegangen. Da die Wiederbolung des Umlaufes TJ nur eine endlicbe Anzabl 
verscbiedener Zweige der algebraiscben Function bervorbringen kann, so 
muss, da wegen der Irreductibibtat der Gleicbung (A.) nicbt eine ratio- 
nale Function ist, eine ganzzablige Wurzel der Einbeit sein, d. b., da 

y eine rationale Zabl, 


(15.) 


2 — y 
2y — 1 


= ± 1 . 


Da y = 1 auszuscbliessen ist, so mixsste y = — 1 sein, demnacb [475 
Gleicbung (14.) in 


(14a.) 


— Mj + 


2 dlog^J) 

3 dz 


iibergeben. Da beliebige Zweige der Function sind, so ergabe 
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sich ebenso fur den Zweig der Function 

2 dlog^, 


(14b.) 


U, = -Mj+g 


d0 


wb !})j Wurzel einer rationalen Function bedeutet. Aber da u auch ein ZweW 

8 

der Function ist, so rniisste aus demselben Grunde 


(14c.) 


M. 




wo ({j, Wurzel einer rationalen Function, sein. Aus den Gleicbungen (I4a.) 
bis (t4c.) ergabe sich aber, dass der Zweig also aus demselben Grunde 

alle Zweige der Function u^, die logarithmischen Ableitungen von Wurzeln 
rationale!* lunctionen, und demnach die Integrale von (A.) Wurzeln rationaler 
Functionen waren, was ausgeschlossen ist. 

Wenn es nur zwei Zweige der Function gabe, so rniisste 


(16.) 


~ = a„ + a.VA 

ifl 


sein, wo R rationale Functionen von z. Hieraus wiirde sich ergeben 

(a) 

iJl 

WO rationale Functionen. Aus (16.) und (17.) wiirde fol'gen, das.s 

einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit rationalen ('oeffi- 
cienten geniigte, was der vorausgesetzten Irreductibilitiit der Gleiclmng (A.) 
widerspricht. 

Demnach kann Gleichung (6.) fiir einen von Null verschiedencn Werth 
von M nicht bestehen. Ebenso aber wiirden wir nachweisen, dass die Glei- 
chung (6a.) fiir einen von Null verschiedenen Werth von auf einen 
Widerspruch fuhrt. Da aber, wie oben gezeigt, M und nicht gleichzeitig 
verschwinden diirfen, so ergiebt sich, dass die Annahme, dass die Gleichung 
(2.) identisch fiir von einander unabhangige Werthe der Variablen y] be- 
stehe, mit den .iiber die Gleicbungen (A.) und (B.) gemachten Voraussetzungen 
476] unvertraglich ist. Die Gleichung (2.) setzt vielmehr die Variable t] in 
Abhangigkeit von der Variablen z, und da diese Abhangigkeit eine alge- 
braische xst, so folgt unter Beriicksichtigung der Gleichung (^.) der Satz: 
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■Wenn die Gleichung (A.) die Eelation (B.) zulasst, und wenn 
ausserdem bekannt ist, dass die Zweige eines Integrals derselben, 
bis auf constante Factoxen, von endlicber Anzabl sind, so ist 
die Gleichung (A.) algebraisch integrirbar. 

3. 

Es sei 


eine beliebige lineare, homogene Differentialgleichung, und es seien a,, 
gegebene constante Werthe. Ist 8 eine Substitution der zur Gleichung (l.) ge- 
horigen Gruppe, und sind deren Elemente, so wollen wir von den Ausdriicken 

( 2 .) 4 = + + 

sagen, sie seien durch Transformation aus vermittelst der Sub- 

stitution S entstanden. Nehmen wir an, dass die durch die Gesammtheit 
der Substitutionen der Gruppe entstandenen transformirten Wertbsysteme, bis 
auf einen alien Elementen je eines Systems gemeinschaftlichen Factor , von 
endlicher Anzahl sind, namlich ubereinstimmend mit einem der Wertbsysteme 


(3.) 






r-l, 4" = «*) 


Betrachten wir die Function 


(4.) Tr= + 0,105 + + 

wo ein Fundamentalsystem von Integralen der zu ( 1 .) ad- 

jungirten Differentialgleichung bilden. 

Vollzieht 0 einen Umlauf, welcher der Substitution 8 entspricht, so ver- 
wandelt sich W in 

m 

(5-) W' = j 'Zx ^xiAi w, + • • • + to„) , 

1 

WO die Unterdeterminante erster Ordnung der Determinante |ay| bedeutet, 
welche zu gehort. Es ist iibrigens 

(6.) Det|%|=j~‘. 

Unter den Systemen ( 3 .) giebt es der Voraussetzung nach ein solches [477 
5 •••) fiir welches 

(7.) + v«*f + ••• + (e - 1,2, 

Euchs, matliew. Werke. III. 12 
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Bamlich dasjenige System, welches aus («,»«,, dutch die inverse Sub- 

stitution von Sf hervorgegangen ist. — Substituiren wir (7.) in (5.), so folgt 

(8.) W' = + + + 

wo fi von z unabhangig. Setzen wir allgemein 

(4a.) = «?«', + a 2 ^’Wj + "* + (x = 0 ,i,,..,r-i) 

so ergiebt sich aus ( 8 .), dass die Zweige der Function W, bis auf constante 
Factoren, mit W^, ubereinstimmen. Wir erhalten also den Satz: 

I. Ist ein System gegebener von js unabhangiger 

Grossen, und sind diejenigen Systeme, welche aus dem gegebenen 
dutch Transformation vermittelst der Gesammtheit der zu einer 
homogenen Differentialgleichung Ordnung gehorigen Gruppe 
entstehen, bis auf einen alien Elementen je eines Systems gemein- 
schaftlichen Factor, von endlicher Anzahl, so besitzt die zu der 
gegebenen adjungirte Differentialgleichung ein Integral, dessen 
Zweige, bis auf constante Factoren, von endlicher Anzahl sind. 

Wenden wir dieses Theorem auf die Gleichung (A.) an unter der Vor- 
aussetzung, dass sie die Relation (B.) zulasse, und dass es eine von ( 0 , 0 , 0 ) 
verschiedene Stelle der RiEMANNschen Flache (B.) gebe, welche dutch die 
Gesammtheit der Substitutionen der zu (A.) gehorigen Gruppe in eine nur 
endliche Anzahl von Stellen derselben Flache transforrnirt wird, so ergiebt 
der Satz I., dass die zur Gleichung (A.) adjungirte Differentialgleiclumg ein 
Integral besitzt, dessen Zweige, bis auf constante Factoren, von endlicher 
Anzahl sind. Da nach Satz I., No. 1 , zwischen w^, eine homogene Re- 
lation stattfindet, so folgt aus dem Satze in No. 2 , dass die adjungirte Diffe- 
lentialgleichung, folglich auch Gleichung (A.) algebraisch integrirbar ist. 
Wir erhalten also das Resultat: 

II. Wenn die Gleichung (A.) die Relation (B.) zulasst, und es 
ist eine von (0,0,0) verschiedene Stelle der RiEMANNSchen Flache 
(B.) vorhanden von der Beschaffenheit, dass sie durch die Ge- 
478 ] sammtheit der Substitutionen der zur Gleichung (A.) ge- 
horigen Gruppe nur in eine endliche Anzahl von Stellen der- 
selben I lache ubergefiihrt wird, so ist Gleichung (A.) algebraisch 
integrirbar. 
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4. 

Es sei a ein endlicher oder ein unendlich grosser Werth Yon z, in dessen 
Umgebung das Integral 

J = jQdz 

eine eindeutige Umkebrung nicbt zulasst, tind es sei v) = a, C == /3 eine SteUe 
der RiEMANNSchen Elaclie (B.), welcbe auf einem gewissen Wege der Variablen 
z £ur z = a erreicbt wird. Wenn durch alle moglichen Umlaufe der Variablen 
z der SteUe (a, /3) unzablig viele von einander verscHedene Stellen 

(«',n ••• 

derselben Flache zugeordnet wiirden, so gabe es unter diesen aucb unzablig 
viele, fiir welcbe K{yi) weder unendlich noch NuU vrurde, da eine alge- 

braische Function. In diesen SteUen wiirde sich aber z als Function von tq 
verzweigen. Wir diirfen nun voraussetzen*), dass z eine einwerthige Function 
von ('^IjC) ist; eine solche Function kann sich aber nur in den Verzweigungs- 
punkten der Flache (B.), also nur in einer endlichen Anzahl von SteUen 
dieser Flache verzweigen. Giebt es also Werthe z = a, in deren Umgebung 
J nicht eindeutig umkehrbar ware, so konnte der SteUe (a,/S) durch die Ge- 
sammtheit der Substitutionen der zur Gleichung (A.) gehorigen Gruppe nur 
eine endUche Anzahl von SteUen zugeordnet werden, und es ware nach 
SatzII., No. 3 die Gleichung (A.) algebraisch integrirbar. 

Giebt es solche Werthe a nicht, alsdann ist**) z eine eindeutige Function 
von t7, welche entweder rational oder einfach, oder endUch doppelt periodisch 
ist. Da z fiir ein gegebenes yj nur eine endliche Anzahl von Werthen an- 
nimmt, so miisste in dem Falle, dass z eine rationale Function von J wiirde, 
das Integral 

H C 

^ J-m 

eine algebraische Function von t], und demzufolge ^ eine algebraisclie Func- 
tion von 7 ] sein. — Ist ^ eine einfacli oder doppeltperiodiscbe Function von 

*) Acta math.., S. 337, Satz VI ^). 

**) Bbiot et Bouquet im Journal de FEcole Polytechniq.ue, cah, 36, S. 217. 


1) Abh. XL, S. S14, Band II dieser Ausgabe. E. F. 
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479 ] J, SO mussen, damit z fur ein gegebenes tj nux eine endlicbe Anzahl von 
Wertben annehme, ganzzablige Vielfacbe der Pexiodicitatsmoduln von H mit 
Periodicitatsmoduln von J ubereinstimmen, nnd Stellen in der Plache (B.), 
in welchen z unbestimmt wiirde, konnten nur unter denjenigen Wertben be- 
findKcb sein, fur welcbe K{y^ verscbwindet. Solcbe Stellen sind demnacb in 
der Flacbe (B.) nur in endlicber Anzabl vorbanden. 1st aber iQ = y, C = d 
eine Stelle, wo z unbestimmt wird, so muss jede Stelle (y', d'), welcbe aus 
(y, 8) durcb Transformation vermittelst einer beliebigen Substitution der zur 
Gleicbung (A.) geborigen Gruppe bervorgegangen, eine solcbe sein, fur welcbe 
z unbestimmt wird. Es mussen daber die durcb Transformation vermittelst 
der Substitutionen der zur Gleicbung (A.) geborigen Gruppe aus (y, d) bervor- 
gegangenen Stellen der Flacbe (B.) nur in endlicber Anzabl vorbanden sein, 
woraus wieder nacb Satz II., No. 3, die algebraiscbe Integrirbarkeit der Glei- 
cbung (A.) folgen wiirde. — Sind iiberbaupt keine Wertbe (y, d) vorbanden, 
fiir welcbe das Integral H unendlicb wird, dann giebt es aucb keine Stelle 
in der Flacbe (B.), in welcber z unbestimmt wird, so dass z eine rationale 
Function von ( 73 , C); also wiederum Gleicbung (A.) algebraisch integrirbar ist. 

Hiermit ist der Satz, dass fiir «>2 die Gleicbung (A.) algebraiscb 
integrirbar ist, bewiesen. 

In der folgenden Nummer wollen wir eine zweite, auf anderen Principien 
berubende Metbode angeben, um aus der Gleicbung (a.) die algebraiscbe 
Integrirbarkeit der Gleicbung (A.) berzuleiten. Obgleicb diese zweite Me- 
tbode bei weitem scbneller zum Ziele fiibrt, so baben wir docb geglaubt, 
die in den Nummern 1 bis 4 entwickelte Metbode nicbt unterdriicken zu diirfen, 
da die Principien, auf welcbe sie sicb stiitzt, aucb weiterer Anwendungen 
fabig erscbeinen. 

5. 

Wir wollen der Einfacbbeit wegen voraussetzen, dass in Gleicbung (A.) 
p = 0 ist. Wenn dieses nicbt stattfindet, so kann dasselbe durcb die Sub- 
stitution y — e erreicbt werden, obne dass hierdurcb die Coefficienten 

der Belation zwiscben dem Fundamentalsystem 1 ;^, welcbes ent- 

spricbt, von denen der Gleicbung (B.) abweicbend werden. 

Wir baben alsdann 

( 1 .) 


fi0 = 1 , 
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Bilden wir aus Gleichung (/S.) unter Beriicksiclitigung von (a.) [480 
'W’ Werthe sowie den Werth von aus (/3.) in 

die Gleichung (A.), so erhalten wir 


( 2 .) 


A, [KB^ {KB^ L)] + A,EB^L + A,L 0, 


wo 


A„ = 


fi* = — - 
e»> 


( 3 .) 


A, = 2 


@») 0'» 


A. = 


e 0» 

0 ® + 20'+ y6, 


wenn wir die Ableitungen von 9 nach z mit oberen Indices, und die Ab- 
leitungen von K und L nach tj mit dem Zeichen D,j angeben. 

Es konnen zwei Falle eintreten: 

L Entweder wird die Gleichung (2.) nicht identisch fur die unab- 
hangigen Variablen ^,7] erfiillt; dann ist durch diese Gleichung eine 
Abhangigkeit zwischen diesen Variablen gegeben, und da diese Abhangigkeit 
eine algebraische ist, so folgt, dass die Gleichung (A.) algebraisch integrir- 
bar ist. 

II. Es konnte aber auch die Gleichung (2.) fur die unabhangigen Varia- 
blen 7] identisch erfullt sein. Dann sind aber auch diejenigen Gleichungen,. 
welche aus (2.) durch Differentiation nach einer dieser Variablen erhalten 
werden, in demselben Sinne identisch erfullt. 

Dividiren wir demnach die Gleichung (2.) durch und differentiiren 
alsdann zweimal nach s, so wird identisch fiir z und tj 


+ = 0 , 
Bl[^^KB^L + Bl[^y ^ 0 -, 


demnach ist entweder 


( 5 .) 



WO y, von z unabhangig, oder es ist die Determinante der Functionen 
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(6.) A(^) = 

481] WO A von s unabhangig, und gemass der ersten der Gleichnngen (4.) 


(6a.) 


KD^L = - XL. 


XL 

~W’ 


■'it 


Multipliciren wir die Gleichung (6 a.) mit Q und beriicksichtigen die Glei- 
cbung (a.), so folgt 

( 7 .) Ai = 

woraus sicb ergiebt 

-X f- 

(8.) L = e 

und nacb Gleichung (/ 3 .) 

(8a.) = Qe 

Im Falle, dass die Gleichungen ( 5 .) erfullt sind, folgt aus (2.) 

( 9 .) KD.^[KB,^{KD^L)] + y,KD^L + y,L = 0 . 

Nach Gleichung (a.) und nach Gleichung (1.) ist (9.) gleichbedeutend mit 
( 9 a.) 0 A [0 A(0 A A] + y,eL)^L + y,L = 0. 

Dieselbe wird befriedigt durch 

X rii 

( 10 .) L==e'' « , 

wo X eine Constante ist, welche durch die Gleichung 

( 11 .) + yi^ + = 0 

bestimmt wird. 

Wenn wir in (9 a.) 


L = 


substituiren, so erhalten wir fiir 


1 l 

0 


*) Boechaedts Journal, Bd. 66, S. 128 '). 


1) Abh, VI, S. 167, Band I dieser Ansgabe. E. F. 
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d3‘ 


• + 


.2^ + £!+n 

0 ^ 0» ^ 0* 


0 ( 3 ) 

■0"*'^'@'”0 


dz 

0 ' 0 ® 0 '» 


Vl 05 0^1 


08 


Aus den Gleichungen (5.) folgt aber: 
(13.) -2 

(14.) 


0® 0'* y, _ 

-0- + -0F+-^ — g, 


0 ( 3 ) 

'W 


0 ' 0 ® 0 '» 


0' ^3 


O + 2 /-V 08 Yl 03 + 03 ^• 


Demnach. ist Gleicbung (12.) gleicbbedeutend mit Gleichung (A.) jfur 
y = Vii ^Iso wird die Gleichung (A.) befriedigt durch 

xC^ [48a 

(15.) 3/^ = 0e ® , 


wo X eine Wurzel der Gleichung (11.). 

Aus den Gleichungen (8 a.) und (15.) ergeben sich Integrale der Glei- 
chung (A.), dexen Zweige bis auf constante Factoren, von endlicher Anzahl 
sind, und wir konnten hieraus unmittelbar nach dem Satze in No. 2 folgern, 
dass Gleichung (A.) algebxaisch integxirbax sei. Wix konnen abex dieses hier 
auch direct nachweisen. 

Zunachst exgiebt sich fiix den Fall der Gleichung (6.) aus diesex Gleichung 


(16.) 


0(3) 0' 


+ r 


0(2) 0^2 

0 02 


+ S 


+ 


03 


WO ft eine neue Constante. Aus dexselben ziehen wix den Schluss, dass 6 
eine rationale Function, und dass daher die Gleichung (8a.) ein Integral der 
Gleichung (A.) liefert; dessen logaxithmische Ableitung rational, was mit der 
vorausgesetzten Ixreductibilitat der Gleichung (A.) unvertraglich ist. 

Im Falle der Gleichungen (5.) ergeben die Gleichungen (13.), (14.), wenn 
J'l) ^2 heide von Null verschieden sind, dass 0 eine rationale Function von z, 
und die Gleichung (15.) liefert wiederum ein Integral der Gleichung (A.), 
dessen logarithmische Ableitung rational. 

Die Grdsse kann nicht verschwinden, da sonst die Gleichung (A.) 
durch 6, d. h. durch die Wurzel einer rationalen Function befriedigt wiirde. 
Es konnte aber y^ = 0 sein. Alsdann hat die Gleichung (A.) die Integrale 
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(17.) = = 

WO I der Gleicliiing 

(lla.) A» + y, = 0 

geniigt, und wo e eine primitive dritte Wurzel der Einheit bedeutet. Die 
drei Integrale y,, 4/^, bilden ein Fundamentalsystem. 

Aus der zweiten der Gleichungen (5.) oder aus 

A = 

folgt 
(18.) 


0 ( 8 ) 


0 ' 

0 


+ 2-^ + »- = 


lx. 

0S 


Demnacb ist 6° eine rationale Function, woraus sich ergiebt, dass die 
Integrale y^, y^ fiir alle Umlaufe der Variablen z, bis auf constante Factoren, 
sich nur unter einander vertauschen. In der That ist auch 


( 19 -) 


y^yty^ = 6 ’- 


483 ] Wir Sind also wieder auf die Gleichung (12a.) No. 2 gekommen, wenn 
wir cp = 6’ setzen. Sei 


( 20 .) 


“‘=0 + 0 


0' Ae 0' 


so ist nach Gleichung (14a.) No. 2 

(^^•) Mj + 

Hieraus folgt 


dloge^ 

ds 


( 22 .) 


g+e) 

' 0 


0 , 


also A — 0, d. h. nach Gleichung (lla.), = o, was nicht moglich ist. 

Demnach ist der oben mit II. bezeichnete Fall, dass die Gleichung (2.) 
identisch fur die unabhangigen Variablen erfullt sei, mit den iiber Glei- 
chung (A.) gemachten Yoraussetzungen unvertraglich. Es ist demnach nur 
der mit I. bezeichnete Fall zulassig, d. h. die Gleichung (A.) ist alge- 
braisch integrirbar. 


ANMERKUNa 


Anderungen gegen das Original: 

S. 89, Zeile 10 wurde »und siiid« vor hinzugeftigt, 
in Gl. (3.) wurde lx statt lx gesetzt, 

„ 10 V. u. »bilden« statt »ist«, 

„ 90, „ 12 wurde »entstelien« hinzugeftigt, 

„ 92, „ 17 wurde »ist« am Ende Mnzugefiigt, 

„ 94, „ 1 wurde »gleich Null« vor d. h. hinzugeftigt. K. F, 


FucKs, matliem. Werlce. lEE. 
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BEMEEKUNG ‘ ‘ 

ZU VOESTEHENDER ABHANDLUNG DES HEERN HEFFTER ZUE 
THEORIE DEE LINEAEEN DIFFERENTlAEGLEIGHflNGENO. 

(Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 106, 1890, S. 283 — 284,) 


Es sei eine ganze rationale Function, des m*"* Grades, eine' [itSs' 

solche, deren Grad nicht grosser als m—x, und es seien die Integrale der 
Gleichung 5 

(«•) S'o(<^) + ^i(«) 2/'®"" + • • • + 2/ = 0 , , 

regular, so beweist Herr Heffter (S. 275) den Satz, dass die Gleichung. (a;) 
durcb eine ganze rationale Function vom Grade r befriedigt wird, • wenn die 
ZU x — oo gehorige determinirende Fundamentalgleicbung die negative ganz- 
zahlige Wurzel —r besitzt, und wenn zn derselben wenigstens ein 'yon; Loga- 
rithmen freies Glied gehort. , . 

Wir wollen voraussetzen, dass die von x unabbangige Grosse von Null 
verschieden ist. Differentiiren wir die Gleichung (a.) Z-mal, so erhalten wir 

wo \^(x) eine ganze rationale Function hochstens vom Grade m — x bedeutet; 
insbesondere ist 

(y.) ~ S'ffl F F "t ■■■ "I" ) 

1) L. Heffter, tJber Recursionsformeln der Integrale linearer homogener Differentialgleioliungen ; Journal fur die reine und ange- 
wandte MatEematik, Bd, 106, S. 269-282. E. F. 
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WO der x** Binomialcoefficient von A und^'"" == -Jf, eine von x unabhangige 
Grosse. 

Der Ausdruck wird iibereinstimmend mit der linken Seite der zu 
a; = oo geborigen determinirenden Fundamentalgleichung, wenn wir A = -^ 


setzen und s als Unbekannte dieser Gleicbung betrachten. Daher ist k 
fiir A = +r, wenn diese Gleicbung die negative ganzzahlige Wurzel s 


0 


X 


OO 


ge- 


besitzt, und umgekebrt, wenn = 0 fur A = r, so hat die zu 
horige determinirende Gleicbung die Wurzel —r. 

284] 1st daber -r diejenige negative ganzzahlige Wurzel dieser Gleicbung, 
welche den absolut kleinsten Werth besitzt, so ist — 0 fur A = r, aber 
nicbt ISTull fur A ? . Dann abei* ist die Gleicbung fur A = t dit-jenige 
Gleicbung, welcber die Ableitungen derintegrale der Gleicbung 
(a.), und nur diese genilgen*). Da nun, wenn = 0, die Gb'icbung (fi.) 
fur A = r durch = C befriedigt wird, wo C eine von Null verscdutxlene 
Constants, so folgt, dass der Gleicbung (a.) durch eine ganze rationtde I^'unction 
des Grades r geniigt werden kann. Wir erhalten also den Satz: 

Besitzt die zu rc = 00 gehbrige determinirende Fundamental- 
gleicbung ganzzahlige negative Wurzeln, und ist -r diejenige 
unter ihnen, deren absoluter Betrag r den kleinsten Werth bat, 

so hat die Gleicbung («.) eine ganze rationale Function Grades 
als Integral. 

Dieser Satz enthalt eine Erganzung des erwabnten Tlieorems des Herrn 
Bjeffter. 

Fur die Differentialgleichung der GAUssschen Reilic 
~ [V — (a + ^ + l)a:| y'+ a(5?/ = 0 
geht die Gleicbung (^3.) iiber in 

(/5.) + A-(a + ^ + 2A+ l)a:]y‘^+''+(A + «)(A + /J)?/* = 0 . 


... Wurzeln der zu = 00 geborigen determinirenden Gleicbung, welche 

fur Gleicbung («'.) gebildet ist, lauten in diesem Falle «, /J. Wenn nun c 

Siehe dieses Journal, Bd. 68, S. 384^). 


1) Abb. VII, S. 238, Band I dieser Ansgabe. B. F. 
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eine negative ganze ZaM, /3 entweder nicht eine negative ganze ZaU oder 
doch nur eine solche, deren absoluter Betrag nicht kleiner als der absolute 
Betrag von a, so ist fur A < — a der Coefficient von in Gleichung (/S'.) von 
Null verschieden; er verschwindet erst fur X — —a, so dass Gleichung («'.) 
durch eine ganze rationale Function des Grades — a befriedigt wird. Ist auch 
|5 eine negative ganze Zahl, aber (3 = a — x, wo x eine positive ganze Zahl, 
so geniigt der Gleichung d. h. jetzt der Gleichung 

(^®.) — [y — a — (/3 — «+ = 0 

dann und nur dann eine ganze rationale Function, wenn y gleich einer der 
Zahlen /3 + 1, /3 + 2, /J + x. Der Grad derselben ist x — 1, woraus sich dann 
ergieht, dass die Gleichung (a'.) durch eine ganze rationale Function des 
Grades — « + x = — /3 befriedigt wird. Diese Besultate stimmen mit denen des 
Herrn Heffter in No. IV seiner Arbeit uberein. 



ANMEEKUNG. 


Zu dem auf S. 98 ausgesprochenen Satze, der als »eine Erganzung dos erwahuten Thewrems des 
- ewn Hew'ier* bezeichnet wird, ist zu bemorken, dass diese Erginzung schon von Horrn IIki-i'tkh aelbst 
in der citirten Arbeit (S. 276, Satz II) gegeben worden ist. It k 
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t)BER EINE ABBILDUNG DURCH EINE RATIONALE FUNCTION. 
(Journal fiir die reine und angewandte Mathematit, Bd. 108, 1891, S. 181 — 192.) 


Im 75. Bande S. 177 und im 106. Bande S. 1 dieses Journals^) be- [iSi 


trachtete ich eine Function 
(a.) 


s = F(w) = 


wg lp) ’ 


wo f\w),g{w) ganze rationale Functionen und f( 0 ), 5 '( 0 ) von Null verscbieden 
sind. Es werden in der M;-Ebene die um den Nullpunkt beschriebenen con- 
centrischen Kreise betracbtet, welche die Eigenscbaft besitzen, dass jedem 
einem Punlcte w des Kreisinnern zugeborigen Wertbe innerhalb desselben 
Gebietes, nur ein einziger Werth w entspricht. Enter diesen Kreisen wird 
derjenige mit dem grossten Radius der Grenzkreis genannt. An den be- 
zeicbneten Stellen babe icb den folgenden Satz bewiesen: Der Radius des 
Grenzkreises wird durcb den Modul deijenigen Wurzel der Gleicbung 


03 .) F\w) = 0 

■ bestimmt, wo F\w) die Ableitung von F{w) bedeutet, welcbe unter alien 
Wurzeln derselben den kleinsten Modul besitzt, oder falls 


(y-) 




F(w,)-F(w) ^ Q 
w^ — w 


und 

(d.) 

Losungen {w,wj 


wF’iw) + w,F'(tv,) == 0 

besitzen, fiir welcbe die Moduln von ^o, w. einander gleicb 


1) Abb. XIV, S. 361 ff., Baud I diesor Ausgabo und Abb. LV, S. 7off. diesos Bandes. R. F. 
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sind, und falls zu gleicher Zeit der kleinste dieser Moduln. kleiner als die 
Moduln der ‘Wurzeln der Gleichung (/?.) ist, so giebt derselbe den Radius 
des Grenzkreises an. — Dieser Satz lasst sich kurzer folgendermassen aus- 
driicken: Setzen wir 

-~w 

a«,- 

182 ] und suchen unter den gemeinscliaftlichen liosungen der beiden (ileic;hun<«-en 
<y.) und 

(^•) w,) = 1 

diejenigen aus, fur welche die Moduln von xo und w, einander gUuch wcuden, 
so bestimmt der kleinste unter diesen Moduln den Radius des Greuzkreisos. — 
In einem Aufsatze*) hat Herr Nekrassoff in Moskau sich beniiiht, nach- 
zuweisen, dass der eben erwahnte Satz nicht richtig sei. Der Verfasser dieses 
Aufsatzes zeigt besonders durch den Schluss der No. 3 desselben, dass er den 
in diesem Journal, Bd. 106, S. 2—3^) von mir gegebenen Beweis niclit ver- 
standen hat. Es erscheint daher nicht uberttiissig, im Folgendcn durcdi eiue 
Erlauterung meine dortigen Schliisse dem Verstiindnisse nilher zu riicken, 

Bei dieser Gelegenheit erlaube ich mir, hier einen Beweis diisselben Satzes 
•zu geben, welcher auf anderen Principien begrundet ist, und an und fiir .sitdx 
nicht ohne Interesse zu sein scheint. 

Fur die Zwecke meiner Untersuchungen in der Arbeit dieses Jxnirnals, 
Bd. 75, Abth. I, No. 5—10^) moge im Folgenden noch angegcben werden, wie 
auch in dem halle, dass der Radius des Grenzkreises durcii Vermitteluug der 
Gleichung ( 5 .) zu bestimmen ist, die Grosse desselben den dortigen Au- 
forderungen gemass eingerichtet werden kann. 

I. 

^ Im Anschlusse an die Bezeichnungen meiner oben genannten Arbeiten 
seien^^i., ^ ,^ei auf dem Grenzkreise K einander entsprechende 

*) Mathematische Annalen, Bd. 38, S. 82. 


1) Abh. LV, S. 76--7S dieses Bandes. R, E. 

2) Abh. XIV, S. 370 — 378, Band I dieser Ansgaba. R. p. 
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Punkte. Bewegt sick w auf der Peripherie von JBC, so moge die Curven 

(Sj, S3, . . . dnrchlaufen. Geht m) langs K durch den Punkt, w = w" hin- 
durch, so wird langs einer der Curven S durch den Punkt = w' hin- 
durchgehen, welche K daselbst beruhrt. Es moge diese Curve sein. — 
Es handelt sich namlich (siehe Bd. 75 , S. 181 ^)) um den Fall, dass P(w", w') 
real und endlich ist, in welchem Falle ^ — 0 (siehe daselbst Gleichung (2.), 
S. 180 *)) und P{w",w') + -^ = 0, woraus sich ergiebt, dass die Tangente [183 
der Curve S, in w' mit dem Kadiusvector einen rechten Winkel bildet. Wegen 
der Symmetrie der Gleichung {y.) in Bezug auf to und w, muss, wenn w auf 
der Peripherie von K sich bewegend durch w = w' hindurchgeht, langs 
einer der Curven S durch — to" hindurchgehen, welche K daselbst beruhrt. 
Dieses moge die Curve sein. Es kann selbstverstandlich mit liber- 

einstimmen. — Beschreiben wir um w = w" einen Kreis ^ von hinlanglicher 
Kleinheit, so wird diejenige Wurzel der Gleichung (y.), welche fur w = w" 
den Werth to' annimmt, um den Punkt = w' herum eine geschlossene 
Flache erfiillen, von der Art, dass die Punkte von ^ und sich gegen- 
seitig eindeutig entsprechen, wenn wir voraussetzen, dass F'{w') und F’{w") 
von Null verschieden sind. Bezeichnen wir die Bogen der Curven 
welche in f', If. hineinfallen und respective w', w" enthalten, mit -B., so 
werden demnach von den Punkten der Flache die ausserhalb K sich be- 
finden, diejcnigen, welche Punkten von innerhalb K entsprechen, sammt- 
lich auf der einen Seite A, von Uegen, wahrend die iibrigen auf der 
anderen Seite sich befinden. Ebenso werden von den Punkten der Flache 
I?., die ausserhalb sich befinden, diejenigen, welche Punkten von ^ inner- 
halb J£ entsprechen, sammtlich auf der einen Seite von liegen, wahrend 
die Iibrigen auf der anderen Seite von B. sich befinden. Die beiden Seiten 
^3 und unterscheiden sich dadurch, dass man in der einen nach alien mog- 
lichen llichtungen dem tv" unendlich benachbarte Punkte angeben kann, 
wahrend die dem w" unendlich benachbarten Punkte der anderen Seite von 
B3 auf der im Punkte to" an die Curve und den Kreis K gelegten Tan- 
gente sich befinden miissen. In gleicher Weise unterscheiden sich die beiden 
Seiten und p' von B., indem namlich auf der einen Seite nach alien mog- 

1) S. S63, Band I dleser Ausgabe. R. F. 

2) Ehenda 8. 365. R. F. 

Fuchs, inatlioin. Werke. HI. 
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lichen Richtungen, auf dex anderen nur in der Richtung der Tangente an ( 5 , 
und K, dem w' unendlich benachbarte Punkte gefunden werden konnen. Da 
Ton den Punkten w you nach alien moglichen Richtungen zu unendlich 
benachbarte gehoren miissen, welche Punkten innerlnilb .Slj und ii ent- 
sprechen, so sind es die Punkte iv auf zp welchen nur in dor Riclitung 
der Tangente von K dem w" unendlich benachbarte Punkte gehoren, die ihre 
entsprechenden innerhalb und ausserhalb K besitzeii. Aus deinselben 
Grunde haben auch die Punkte auf nur in der Richtung der T'angente, 
zu unendlich benachbarte Punkte, welche innerhalb it uud ausserhalb K 
184 ] entsprechende Punkte w besitzen. 1st daher li der Radius dcs (^renz- 
kreises r = R + dr der Radius des unendlich benachburten grdsseren Krcises 
K', und sind w = w, w;, = w, zusammengehorige auf K’ gelegtan.; Punkte, 
welche respective w = w", w, = w' unendlich benachbart sind, so muss «• auf 
der Seite /S;, auf der Seite sich befinden, d. h. es miissen die Punkte w 
und der Peripherie K' respective auf den Tangenten in lo" und //•' der 
Peripherie K gelegen sein. Hieraus folgt die Gleichung ( i.) No. ! der oben 
citirten Arbeit in Bd. 106^) 

(4.) dtp, = ± d?. 

Da 


P(W, Ml,) = — 


dlogw, 


d log w 

fiir alle Richtungen von dw und die entsprechenden dti\ einen unuh.'inderliehen 
Werth hat, wenn jP'(w) und F'{u.\) weder Null noeh Pnendli<-h wcnleii, so 
ergiebt die Gleichung 

d logw, _ p>\ , T.- d'f, 
dlog w dr dr ' 


dass die reale endliche Grosse P{%o. m;,) in w ~ m?" 

df ^ 

lich negativ, wie es der Begriff des Grenzkreises (frf 


l>ositiv ist. Ks ist, niim- 
irdert. Die ( ileiehung 


d log w, 
d log w 


i d)\ dtp, 

Hi dtp dtp 


zeigt alsdann, dass fur ^D = w" negativ ist. Da fiir 


fir, 


5cp 


d?i 
dtp ’ 


1) Abk. LY, g. 77 dieses Bandes. R. P. 
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SO folgt aus Gleichung (4.) 



In meiner Arbeit Bd. 75, S. 181 — 182^) ist nachgewiesen, dass fixr r>R bis 
zu einer gewissen Grenze ein Continuum von Kreisen existirt, auf deren 
Peripherien zusammengeborige Wertbe w, liegen, wenn nicht eine der mit 
K zusammengeborigen Curven (E in ihrer ganzen Ausdebnung auf K fallt. 
Da von diesem Satz auch in Bd. 106^) Gebraucb gemacbt ist, so moge derselbe 
bier nocb mit einigen Worten erlautert werden. Aus der gemacbten Voraus- 
setzung ergiebt sicb, dass erst, wenn r — R einen endlicben Betrag erreicbt 
bat, eine der mit jBT,. zusammengeborigen Curven (E,. ganz innerbalb [iss 
befindlicb sein kann. Es konnen aber aucb nicbt sammtliche Curven S,. 
ausserhalb K^. verlaufen. Denn wenn w von w" ausgebend die Peripherie 
in w — w trifft, so wird von w' ausgebend in einem Punkte an- 

langen, der entweder auf der Peripherie K^. oder ausserhalb oder innerbalb 
derselben gelegen ist. Liegt im Innern, so entspricbt demnacb einem 
Punkte w der Peripherie ein innerer Punkt w^. Liegt im Ausseren 
von JTj., so hat die Peripherie bereits in einem Punkte iiber- 

scbritten, wahrend w nocb in einem Punkte w = h) des Innern sicb befand. 
Der Symmetrie der Gleichung (y.) wegen wiirde also in diesen beiden Fallen 
folgen, dass nicht sammtbche Curven ausserhalb verlaufen konnen. 
Es muss demnacb die Peripherie innerbalb des genannten Bereiches von 
r unter alien Umstanden von einer der mit derselben zusammengeborigen 
Curven (S. getrolFen werden. 

II. 

Wir gehen nunmehr dazu iiber, einen einfacberen Beweis des in der 
Einleitung bezeichneten Satzes zu geben, welcber zugleicb eine tiefere Ein- 
sicht in die algebraische bTatur des bier behandelten Problems gewahrt. 

Wir setzeii in der Gleichung 

( 1 .) '}'(«', »\) = 0 , 

to = re^ , , 


1) Abh. XIV, S. 365—367, Band I dieser Ansgabo. B. F. 

2) Abb. LV, S. 75 ff. diesea Eandes. B. F. 
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WO I-, r die Moduln, 9 , fx Argumente von w, w, bedenten. Auf der 
Peripberie jedes mit dem Radius r um den Nullpunkt beschriebenen ICreises 
K sucben wir diejenigen Stellen auf, fiir welche 

fl* 


(2.) 


^ = 0. 
dtp 


Aus (1.) ergiebt sicb, wenn r constant und tp veranderiicb angenommcn wird, 
in der Bezeicbnung der Gleicbung (s.), 


(3.) 


P{w, W^) 


1 dr^ 
r, df 


do 


0 . 


Es gicbt nur ©iuc endlichc Anzahl von Kroison nuf 1 ciiphciic 

P(m;, unendHcb wird. Demnacb folgt aus Gleicbung (3.), dass lilngg 
der Peripberie K,. im Allgemeinen eine stetige Punction von 'f ist , und da 
i86] langs Maximal- und Minimalwertbe annimmt, .so folgt, tlass im All- 
gemeinen auf jedem Kreise Stellen vorbanden sind, wolcbcn \\’ur/(du der 

Gleicbung (2.) zugeboren. Wir bezeicbnen diese Stellen mit /«,.,///',/«", 

Die Gleicbung (3.) ergiebt, dass in alien diesen Stellen h\) ri'ah* Wertbe 

erbalt. Aus derselben Gleicbung folgt umgekehrt, dass, wmin l\w,n\) in 
einem Punkte der Peripberie Jf, real und endlicb i.st, (iicscr Punkt zu den 
Stellen w,., »*', m'', ... gebort. 

Bezeicbnen wir daber mit diejcnige Functitm von /r, welche 

aus ({j(w,w,) bervorgebt, wenn die Coefficienten der letztereu (lurch ihre eoii- 
jugirten Wertbe ersetzt werden, und mit ve', n\ di(r conjugirten Wertlu* rc.sp. 
von w und so folgt aus den eben gemacbten Sc]diis.sen, dass die \\'erth(‘ 
von cp, welcbe den Stellen m', . ('utspreelien, dnreli die (ilei- 

cbung (1.) und die Gleicbungen 


(la.) '{',««<) = 

und 

(4.) P{w,Wj) = l\(w',to[) 

bestimmt werden, wenn wir unter P^{w,u\) dityenigc' Function versteluai, 
welcbe aus P(w,wJ dadurcb bervorgebt, da8.s die (,'o<(flicieuten d(‘r letzferen 
durcb ibre conjugirten Wertbe ersetzt werden. Es ergeben .sicb biernacb 
’’ij algebraiscbe Functionen von r. Hierdurcli wird auch P(w’, «',) 
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eine bestimmte algebraische Function von r. Eliminiren wir zwischen den 
Gleicbungen (1.), (la.) und (4.) so erbalten wir zwischen r,T^ die 

algebraische Gleichung 

(5.) Gr(r,r,) = 0. 

Wenn wir fiir jeden Kreis mit dem Radius r, diejenigen Stellen auf- 
suchen, fiir welche = 0, so wird aus demselben Grunde 


d’Sf 

dw^ 




dw 


w 


daselbst real; das heisst aber nichts anderes, als dass P{w,wJ real wird. 
Es werden also die ^TVerthe von r, i welche den Stellen auf ent- 

sprechen, wo •— = 0 wird, aus denselben Gleichungen (1.), (la.) und (4.) zu 
bestimmen sein.'^' Das Eliminationsresultat von aus diesen Gleichungen 

ist also wiederum die Gleichung (5.). Es haben aber r und jetzt ihre 
Rollen vertauscht; hieraus folgt: 

Die Gleichung (5.) ist in Bezug auf r und symmetrisch. 


III. 

Die auf den verschiedenen Kreisen FT,, gelegenen Punkte ... 

bilden ein System von Curven, welches wir mit F bezeichnen wollen. Schreiten 
wir langs einer dieser Curven fort, so folgt aus der Gleichung » 


( 1 .) 



+ = 
dr dr 


0 


(welche duich DifferenHation aus Gleichung (1.) vorigei Nummei hervorgeht), 

weil P{w^w^ real ist, dass 


( 2 .) 


Tiw^w^) — 


r 

r, dr 


Hierbei ist der Werth von ^ aus der Gleichung 

06r dr^ ^ 

(^•) dr d/*! dr 


zu bestimmen. 
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Es folgt Heraus zimachst, dass <?(»*, rj nicht dureli eine Poteiu 
von r^—r theilbar sein darf. 

1st namlich, w = ein solcher l^unkt der Feripherie /i', des Kreis- 
continuums, von welchem in No. I die Rede war, zu dem ein auf derselben 
Peripherie gelegener Punkt gehort, so wurde die ^'or:lu.’^setzullg, class 

<r(r,rj durcb eine Potenz von r—r^ theilbar sei, zur Folge haben, dass die 
stetige Reihe der Punkte p^ eine Curve A bildete, welche zu den Curvciii des 
Systems V gehorte und fiir welche = 1 ware. Nach (ileiclmng (2.) rniis.ste 
dann P(w,wJ fur alle Werthe w der Curve A, also nach <‘inem bekannten 
Satze uberhaupt in der ganzen «o-Ebene gleich der negativen Kin- 
heit sein. Es ware also 


dt}' 

T .,j, ^ r j 

die dti\ ' 


0 . 


was zur Folge hatte, dass durch einen Linearfactor -rr init con- 

stantem c theilbar ware. Dieses ist aber nicht moglich, weil '^(ic, irj ni<;ht 
fur = 0, Wj = 0 verschwindet. 

Setzen wir daher in Gleichung ( 5 .) voriger Nuinim-r — /•, so «‘rfialteu 
wir eine wohlbestimmte algebraische Gleicliung 

(^•) H(r) = 0. 

Ist »• gleich einer realen Wurzel dieser Gleichung, m> fallen die Funkte 
welche den Stellen ... auf der Peripl.crie /f zugcdiuren, fheihv.dse 

Oder ganz auf dieselbe Peripherie. 

188] Der Radius des Grenzkreises ist duller mit der kleinsfeu realen 
Wurzel der Gleichung ( 4 .) ubereinstimmend. 

_ _ Ist r = a eine reale Wurzel der Gleichung (4.) und r « rinc der- 

jenigen Stellen m", . . ., denen auf der Perii*herie K, \\crthe zu- 

gehoren, und setzen wir zuniichst voraus, dass nicht und thr / r -a 

verschwinden, so folgt aus den Gleichungen (2.) und''(:».), dass />(avM in 
ft gleich der positiven Einheit ist. 

wenn^l/ Grenzkreises, so bleibt dies«>s auch hesteheu, 

G(r,rJ m Bezug a,rf . und anch H'(R) = ],t A .liu 
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von SO miisste demnach A verscliwinden. Die Discriminante A ist eine 

ganze rationale Function der realen und imaginaren Bestandtlieile von Coeffi- 
cienten der Function F(w). Es sei einer dieser Coefficienten. Ferner sei 
F^{w) diejenige Function, in welclie F(w) iibergelit, wenn wir A durch. 
A^ = A + s ersetzen, waFrend wir die iibrigen Coefficienten beibebalten; end- 
lich. sei aus F^(w) ebenso hergeleitet wie H{r) aus F{w). Wir wollen 

e real nelimen, wenn in A der reale Tbeil von A auftritt, und rein imaginar, 
wenn nur der imaginare Tbeil von .4 in A entbalten ist. Alsdann wird die 
Discriminante A, von ausser fiir e = 0 erst fiir einen Wertb von e ver- 

scbwinden, dessen absoluter Betrag eine gewisse Grenze g uberscbreitet. 

Fiir die Wertbe von e innerbalb dieses Bereicbes sind aber der Radius 
des Grenzkreises, sowie die zusammengeborigen Stellen w, k\ auf seiner Peri- 
pherie stetige Functionen von e. Demnacb ist aucb P(w,wJ fiir dasselbe 
Wertbenpaar w, w, eine stetige Function von e, so lange mod ecg, bis e = 0 
einscbliesslicb (wenn nicbt auf dem zu F{w) geborigen Grenzkreise F'(w) Null 
Oder Unendlich wird). Da nun diese algebraiscbe Function P{w,wJ in dem 
ganzen Bereich 0 <mods<^ den Wertb Eins bat, so muss aucb fiir e = 0 
derselbe Wertb erbalten werden. 


IV. 


Die Gleicbung (4.) voriger Nummer kann aucb als das Resultat der Eli- 




aus den Gleicbungen 


mination von e 

( 1 .) '!'(»•« . 
(2.) re' 

( 3 .) ■s[re^\Te^^^-'BSr<r'^\re 

erbalten werden (siebe No. II), und es ist r 


[iS? 


j-g'f’i*) = 0, 

= 0 , 

?■*) = 0 

= JS, der Radius des Grenz- 

ki'eises. die kleinste reale Wutrel der Gleichimg ( 4 .) voriger Nummer. 

Die Gleicliungen (1.), (2.), (3.) konneu auch erhalten werden, wenn wir 
den realen und imaginaren Theil von *{<»,»>.) und den imi^naren Theil von 
P{io, w,) gleich Null setren. Dnser in der Einleitung erwahnter Satz besagt 

daber : , , , . 

Wenn r = P der kleinste reale Wertb ist, fiir welcben diese 

drei Gleicbungen reale Losungen cp = cp", 9, = t' zulassen, so 1st 
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TOn selbst del reale Theil VOE 

?(««''*. Se’’) 

bestimmt. Et erhalt namlich deB Werth Kiu»*). 


to,5.Bande dieaee JoEmaU, Abth. I , No. 6- . a ■ ) bab,. ieh fulgn.de 

Aufgabe behandelt. 

Es seien -s',) 

lich gegebene Punkte, a,, ■■‘t 
der Einheit, welche durch eitie 


\'striHlH!ln j willkur- 
«:sur/./.!iiilig»‘ Wurzelu 


Ks mill die Funetiftn 


bestimmt werden, wo ra>»» + l 


der (iestalt der (ileicbutig «■ m dt-r 

„ = iverde fur Ki.d da,» d.-r Ibuliu. ,l,-« r, 

jkreises grosser als Kins wer(!e. 

Wir haben dasellist diesu BcHtimmung durrhgrfiihrl i 
ig, dass der kkimte Modnl der Wur/rln .ier FU.-: 
len Kadius des (ironzkrciscs licfert. Wir wnll.-u lii. r 
tbun. dass dieser Radius vermitti'lst d»*r ( ib'irlmiigt'ii 


u:tHm 


und 

.I"{ir) !!■ f i 

erhalten. wird. 

Sei wie in Bd. 75, B. lii(k), (ileiflmiig (2-) 


1) Abh. XIV, 8. B70-B78, I dlwtr Aftiftbi. It. V 

2) Ebenda S. 871. B. F. 
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( 3 .) 


f(w) — 

^ JM-. 


fM = 


Wir setzen nunmehr 


o(w) 

w 


= 9{v>), 


WJ” — 1 T / >. 

w{Aw^+B) ~ 


Find 

(4.) z — JF’(w) = g{w) + a'h{w), 

wo B noch verfiigbare CoRstaaten bedeuten, voa denen jedoch. .4, .8 

real sein mogeu. 1st der Radius des zu g{w) geborigen Grenzkreises grosser 

als Eins, so sei a = 0. 

Im eutgegengesetzten Falle wollen wir beweisen, dass wir a 
so wableu konuen, dass fiir die Function F{w) in Gleichung ( 4 .) 
diese Bedingung erfiillt ist. 

Die Gleichung 

F{Wt) = 

geht fur a = oo liber in 
( 5 .) 

hieraus folgt: 

( 6 .) 


w 


}i{w^ — h{w) = 0; 

Aw^+B 
w" — 1 JLw”+ B 


Betinden sich w und auf der Peripherie desselben urn - 0 be- 
schriebenen Kreises, ist also w = re^\ w^ = re‘' , so folgt: 

mod^ = 1, 
w 

woraus sich ergiebt 

(7.) = 0. 

Sind A, B von einander verschieden, so erfordert diese Gleichuug, dass [m 


( 8 .) 

Fuchs, raathem. Werke. III. 


n^ii 
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Oder 

(8a.) 

Aus der Gleichung 


xJber bine abbildung dubch bine rationaee function. 




F'{w)w + — 0 

folgt fiir a = oo 

-Aw^^-^Un-l)JB+(n+l)A\w’' + B 

( 9 -) wiAw'^+W iO,iA^c, + B) 

Im Falle (8.) ware fur die gemeinschaftlichen I.6sungen von (5.) imd (9.) 


das heisst 
( 10 .) 
Oder 

(10a.) 

Oder 

(lOb.) 


w’* == wf, 

- Aw“ + [(« - 1) J? + (» + 1) A] i«" +Ji = 0 
Ato'*+B = 0 


1 1 

^ 

W IV, 


Cl 


Wenn wir n als ungerade Zahl wahlen, so ist (lol).) ;uiszu.srhli(*ssi>n. — 
Es sei 

B n + 1 

(11.) ~j — 1 ' 

so liefern (10.) und (lOa.) imr Werthe von w, dcrcn Moiiul gWissor als Hins 
ist. Die Gleichung (10.) stimmt iibrigens mit d«>r Glcichimg 

h'{w) = 0 

iaberein. 

Die Gleichung (9.) kaim vermittclst (.a.) auidi in die l-'orm 


(9a.) K{iv”,w^) = -r^- 


■ (n — I ) -I- n -i- 1 


(M)”-l)((n'-^^^ IJ (a-r- IJI'H- i )< r H : 1) 


fn- Dnf } « ■»' J 


gesetzt werden. 


Sei a = a + fii, so folgt aus 

w F' (w) + w, F' (tc, ) == 0 : 


( 12 .) 


a + pi 


(j'iw)w + /7' («;,)«;, 
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Setzen wir voraus, d^ss von den Grossen «, /3 die eine. nnendlich gross 
werde, wahrend die andere endlicli bleibt, und nebmen wir an, dass die [192 
Gleicbung (8 a.) statt babe. Alsdann mussten auf dem Grenzkreise von JP(w) 
fiir diesen Wertb von a zwei Wertbe w,w^ sicb befinden, von der Bescbaffen- 
beit, dass 

to») = 0 

nnd dass w”, conjugirte Wertbe sind. Da K(w'^,iv”) reale Coefficienten 
bat und in Bezug auf die Argumente symmetriscb ist, so wiirde der 

conjugirte Wertb von w") fiir dasselbe Wertbenpaar verscbwinden. Aus 

Gleicbung (12.) ergiebt sicb demnacb, dass aucb 


a — 


g[(w')w' + g[{w[)w[ 
w'^) ’ 


wo g^{w) aus g{w) erbalten wird, wenn in letzterer Function die Coefficienten 
durcb ibre conjugirten Wertbe ersetzt werden, fur dasselbe Wertbenpaar 
unendlicb wird. Es mussten demnacb a und |3 fiir dasselbe Wertbenpaar 
gleicbzeitig unendlicb werden, gegen die Voraussetzung. Wenn demnacb 
a = a + ^i so gewablt wird, dass der absolute Wertb nur einer der beiden 
Grossen a und (3 eine gewisse Grenze ilberscbreitet, die andere aber einen 
beliebig gewablten endlicben Wertb bat, so kann der Fall (8a.) nicbt ein- 
treten. Der Radius des Grenzkreises von F{w) ist daber alsdann 
grosser als Eins. Die nabere Bestimmung von a erfolgt auf analoge 
Weise wie die der entsprecbenden Grosse a in meiner Arbeit Bd. 75, Abtb. I, 
No. 6 — 10^). 


1) Abb. XIV, S. 372—378, Band I dieser Ausgaba. E. P. 
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anmerkiingen. 


« Der handscMftliclxe Nachlass meines Vaters lasst erkonnon, dasa ihn die hier RegelH-nen Auafahruugen 
Lr das Abbildungsproblem nocb nicht befriedigt baben, dass er vielmcbr wmicrholt auf dassolbo 
zuiuckgekommen ist. Wie der Nachlass acigt, bat or spiitor daraui ver/.cbtct, Motlmd™ /.u« ehtiinmung 
rSius des Grenakreises an.ugeben, «nd hat vorsucht das Abbildungsproblem obno Kenutma dor 
Grbsse dieses Radius darchzufiihren. Als Ergebniss diescr t.'ntor«ueb«ngen >«t daim s.hliesHhth die 
Arbeit .fiber eine besondere Gattung von rationalen Curvon mit imaginuren l>oi.i.clpu..kten. (Sitr-ungs- 

berichte 1900, S. 74 ff.. Abb. LXXII dieses Bandes) ansusohcn. , . v. 

2) Zu dem S. Ill gemachten Grenzbbergang s = d ist Folgondcs zu bomerkeir. Im .Vu'bla.s mvnm Vaters 
findet sich zu diesem Grenziibergang cine Anmorkung, die ieh hior w.-rtli. b mm Al.dru. k bnngon muehte: 

Bei dieser Gelegenlieit miWH i<-1i ein Vtirselum hfrichtig.-n, w.dclics 
sich p. 188, Bd. 10 8 eingeschlichen liat. Damdbc bflrifft di'is dort gc- 
machten Grenziibergang e = 0. 'Wenn iiamlich e beUfbig klcin. ulna tun 
Null verschieden angenommen wird, 80 int <‘s nitdit noth wen dig, dass 
die Gleichung H^{r) = 0 eine realc 'Wurzad besitzt', web-hf idnor cticntalls 
realen Wurzel der Gleichung //(r) = o hmiangli<-h nahe konuaf. .\us 
diesem Grunde ist der bezeichnote Grenzubergang nicht imnicr zuldssig. 

3) Zu Gleichung (12.) S. 114 ist zu bemerken, dass di‘r iiii Kcmior <ier reebfeu Sm(f htflninli- Ausdrutk 
K{w’^,w^) nicht, wie in Gleichung (9a.) angegeben, lautet, sombTU 




4 * 


in + I. 

fir;*"' 111'- in 1| II f « 4- 1 > i ^ 
H. F. 
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tBER LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN, 

WELCHE VON PARAMETERN UNABHANGIGE SUBSTITUTIONS- 

GRUPPEN BESITZEN. 

(SitzimgsbericMe der Konigl. preussiscben Akademie der Wissenscliaften zu Berlin, 
1892, XII, S. 157—176; vorgelegt am 25. Februar; ansgegeben am 3. Marz 1892.) 


Die folgende Notiz enthalt gewissermassen eine Fortsetzung der Unter- [157 
suchungen iiber lineare Diiferentialgleichungen , welche icb in den Sitzungs- 
bericbten*) ver.offentlicht babe. Den Ausgangspunkt bildet diejenige Klasse 
von linearen homogenen Differentialgleicbnngen , welcbe icb in den Sitzungs- 
berichten**) eingefiihrt und angewendet babe, nnd welcbe sicb dadurcb 
cbarakterisiren, dass die Substitutionen, welche ein geeignetes Fundamental- 
system von Integralen derselben durch die Umlaufe der unabbangigen Varia- 
beln erleidet, von einem in den Coefficienten der Differentialgleichung auf- 
tretenden Parameter unabhangig sind. Es ergab sicb daselbst, dass diese 
Eigenschaft sicb mit dem Vorbandensein gemeinscbaftlicher Losungen eines 
gewissen Systems partieller linearer Differentialgleicbnngen deckt. 

In der gegenwartigen Notiz beschaftige icb micb damit, umgekehrt 
solcbe Systeme linearer bomogener partieller Differentialgleicbnngen zn 
kennzeichnen, deten Untersncbung anf diejenige solcber gewohnlicber 

*) Jahrg. 1888, S. 1115 ff. und S. 1273 ff.; Jahrg. 1889, S. 713 ff.; Jahrg. 1890, S. 21ff.i). 

**) Jahrg. 1888, S. 1278 ff. 2 ). 


1) Abb. LIV, S. 1—68 dieses Baades. R. F. 

2) Ebenda S. 20ff. R. F. 
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linearer homogener Dilferentialgleichungen zuruckgefuhrt werden kann, deren 
Substitutionen von einer Anzahl in den Coefficienten auftretenden Parametern 
unabhangig sind. Diese p^rtiellen Differentialgleichungen scheinen eine be- 
sondere Aufmeiksamkeit zu verdienen. In dem Folgenden wird unter anderem 
gezeigt, dass zu ibnen auch diejenigen beiden Arten partiellei Diffciential- 
gleicbiingen gehoren, anf welche nach einem von Herrn Ficaro*) fur be- 
sondere Palle gegebenen Verfahren das Studium derjenigen cindcutigon func- 
tionen zweier Variabeln begriindet werden kann, welche Substitutiotien der 

Form: 

^ A^ + A,r, + A^ B^ + + 

’ 6’i + 6^ + C^ ’ + G, r, + is; / 

beziehungsweise 


r c4 + f> + 

7|Td ’ c'r^ +d') 


zulassen. 

Die erstere dieser beiden Arten particller Ditfei(.‘uti<ilglei(liuiig<‘ii hat 
neuerdings Herr Jacob Horn**) fiir den hall riitionalcr ( oeiticiiuitt'u d<u<iuf- 
hin nntersucht, unter welchen Umstanden ihre Integrah* sicli in <icr I’ln- 
gebung der singularen Stellen regular verhalten, das heisst, in der \'on inir 
gebrauchten Terminologie, ob sie daselbst nicdit unlx'stimnil ***) werden. In 
dem Folgenden werden die hierzu erforderlichen Bedingungen, unter Binintzung 
des schon erwahnten Zusammenhanges der bezeiclineten [lartiellen Difi(‘rential- 
gleichungen mit der besonderen Klasse gewohnlicdier ] )itferentiiilgieieliung<*n, 
welche von Parametern unabhangige 8ubstitutionKgnii>}ien besit/.en. um der 
Untersuchung des Verhaltens der Integrale einer gewdlmliehen linearen hnmo- 
genen Differentialgleichung in der Ilmgebung der singnliiren Funkte hergel(‘it(‘t. 


1. 

Sind in der Differentialgleichung: 


( 1 -) 


dx’’"' ^ ’ dx™"' 


+ ••• + »■«’/ = 


*) Acta Matheniatica, T. 5, S. 17611; LiouviUiE Journal, IV. aor. i>. Hti i\\ 

Acta Mathematica, T. 12, S. llBff. und in seiner Freilmrger HainlitationsHciirift 

Vergl. Sitzungsberichte, Jahrg. 1886, S. 281 und Sitzungsbenrlite, Jalirg. S. 12711 Ko. 12*)* 


1) Abh. XLYIX, S. 394, Band 11 dieser Ausgabe und Abh. HY, S. 22 dieses Bandos. B. F. 
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die Coefficienten rationale Functionen von a;, und ist: 

( 2 -) + + ^-, 2 /*-^', 

wo -4 j|5 • • - j -^to- 1 Functionen von x und i Faben wir 

nach dem Vorgange von Eiemann*) die DifferentialgleicFung, welcFer w ge- 
niigt, als mit (l.) zu derselben Klasse gehorig bezeicbnet. 

Wir wollen diese Bezeicbnungsweise auf den allgemeineren Fall aus- 
debnen, wo J’l, >'2, ■ • eindeutige Functionen des Ortes (a?, 5) in der durcb 
die algebraische Gleicbung: 

(3.) F{x,s) = 0 

definirten RiEMANNschen Flacbe bedeuten, und wollen von der linearen 
bomogenen Differentialgleicbung, welcber w geniigt, sagen, dass sie mit [159 
(1.) zu derselben Klasse gebore, wenn die Grossen eben- 

falls eindeutige Functionen des Ortes {x, s) bedeuten. 

Als Functionen des Ortes (x, s) lassen sicb die Integrate der Differential- 
gleicbung (l.) als lineare bomogene Functionen eines Fundamentalsystems 
■■■lym * unabbangigen Coefficienten darstellen. Ist G die 

Gruppe derjenigen Substitutionen von y^i y^i ■ ■ ■■, welche den sammtlicben 
geschlossenen Bahnen des Ortes (a?, s) entsprechen, so ist G zugleich die 

Gruppe der denselben Bahnen entsprechenden Substitutionen fiir die Integrate 

w,, welche aus Gleicbung (2.) fur y = y,, y^, ■ . y^ bervorgehen. 

Ist umgekebrt w,, ein System von Functionen des Ortes {x,s), 

welche fiir alle geschlossenen Bahnen dieses Ortes in solche lineare bomogene 
Functionen von mit von x unabbangigen Coefficienten sicb ver- 

wandeln, wie sie die Gruppe G liefert, und setzen wir: 

GO == ^0 2/i + + • • • + 2/1””” . 

fur ^: = 1, 2, so folgt: 



wo A die Hauptdeterminante von y^, y^, ^ dadurch bervor- 

geht, dass die A + Verticalreibe in A durcb ersetzt wird. 

*’') Yergl. Sitzungsberichte 1888, S. 1275^). 


2 ) Abb. LIV, S. 17 dieses Bandes. B. E. 
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1st einer der bezeidmeten Bahnen entsprecbend ; 

+ 2/a +•■• + «*». (*=1,2, ...,«) 

so ist auch, weil von x unabhangig, 

(^) = “ii2/^'“’ + «i2^r + — + atoS/5f,*’- 
Der Voraussetzung nacb ist aucb: 

Demnach erbalten Zahler und Nenner in Gleichung (5.) dutch denselben 
Umlauf von (x, s) einen gemeinschaftlichen Factor, woraus sich ergiebt, dass 
eine eindeutige Function des Ortes (x,s) ist. Die Differentialgleichung, 
welcher genugen, gehort demnach mit (I.) zu derselben Klasse. 

Wenn y,,y„...,y^ sowie w, iiberall in der RiEMANNSchen 

Ilache bestimmt sind (in dem Sinne wie dieses fiir die Integrale derjenigen 
Klasse von Ditferentialgleichungen statt hat, welche in meiner Arbeit in 
Crelles Journal, Bd. 66, No. 4, Gl. (12.)^) definirt worden), so sind die Coeffi- 
cienten rationale Functionen des Ortes {x,s). 


In deiselben oben bezeichneten Arbeit*) haben wir eine besondei'e Gat- 
tung lineai-er homogen er Ditferentialgleichungen mit rationalen Coefficienten 
eingefiihrt, welche sich durch die Eigenschaft auszeichnet ein Fundamental- 
system von Integralen von der Beschatfenheit zu besitzen, dass die den Um- 
laufen der unabhangigen Variabeln entsprechenden Substitutionen desselben 
von einem in den Coefficienten der Differentialgleichung auf- 
tretenden Parameter unabhangig sind. 

^ Es ist aber die Voraussetzung, dass die Coefficienten der Differential- 
gleichung rationale Functionen der unabhangigen Variabeln seien, eine un- 
wesentliche. Sei wieder: 

^ ^ dx”' ‘ +■■• +r^y = 0, 

Sitzungsberichte 1888, S. 1278 ff. 2 ). 


1) Ahh. VI, S. 1S6, Band I dieser Ansgabo. R, p. 

2) Abb. LIV, S. 20 ff. diesps Bandes. R. F. 
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wo die Coefficienten eindeutige Functionen des Ortes («,^) der Eiemann- 
schen Flache : 


(2-) F{x, s) = 0 

bedeuten, die einen Parameter t enthalten. Es werde vorausgesetzt, dass ein 
Fundamentalsystem von Integralen der Differentialgleicbung, als 

lunctionen des Ortes (a:, s) existirt von der Bescbaffenheit, dass in dem 
ganzen Verlaiife von die Gleichungen : 



= y' 


U) 


? 


erfullt werden, worin A^, A ^, . . eindeutige Functionen von (x, s) be- 
deuten. Nach voriger Nummer*) geniigen einer Differentialgleicbung 
derselben Klasse mit (1.), und ist nacb einem Umlaufe von 


so ist aucb: 


(5.) 


(t) 


dt 


+ cc. 


dt 


■i 1 - «; 


'km ' 


dt 


Es ergiebt sicb dann auf dieselbe Weise, wie an der oben angefiihrten 
Stelle**), dass die Coefficienten der Substitutionen von 2/,? 2 ^ 2 ) 
die irgend welchen Umlaufen von {cc, s) entsprechen, von f un- 
abhangig sind. 

Es sei umgekehrt vorausgesetzt, dass ein Fundamentalsystem 
von Integralen y,i y^-, . ■ der Gleichung (1.) angebbar sei, von 
der Bescbaffenheit, dass die Coefficienten der Substitutionen, 
welcbe alien Umlaufen von {x,s) entsprechen, von einem in den 
Coefficienten der Differentialgleicbung auftretenden Parameter 
t unabhangig sind. Alsdann genugen in dem ganzen Verlaufe 
von {x, s) die Functionen y,i y^i • ■ y^ einer Gleichung der Form 


*) S. auch Sitzungsbericlite a. a. 0. 
**) S. 1279, Gl. (8.) >). 


1) Abb, LIV, S. 21 dieses Bandea. R. F. 
Fuchs, mathein. Werke. III. 
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( 3 .), deren Coefficienten eindeutige Functionen von (33,5) 
sind*). 

1st namlich fur irgend einen Umlauf von (iv,s): 

(6,) ^jc = + + (fc = 

■so ist nach. der Voraussetzung auch: 

(7.) + +••• + «*« 

Daher geFort die Diiferentialgleichung, welcher geniigen, zu 

derselben Klasse mit (1.) (S. vorige Nummer), nnd es finden im ganzen Ver- 
laufe von (x,s) die Gleichungen (3.) mit in ( 33 , 5 ) eindeutigen Coefficienten statt. 

Wir wollen von den Differ entialgleichungen (l.), welche ein Fundamental- 
system von Integralen besitzen, das zugleich einer Gleichung der Form (3.) 
geniigt, kurz sagen, ihre Substitutionen seien von t unabhangig. 

Sind die Coefficienten der Gleicbung (l.) rationale Functionen von {x^s), 
und haben ihre Integrale keine Unbestimmtheitsstellen, so haben auch***) 
keine solche Stellen, und die Coefficienten 

■^0! Ai) •••) -d„_j 

sind rationale Functionen von {x,s). 

3. 


Durch Differentiation der Gleichung (l.) voriger Nummer nacli t folgt; 
( 1 -) + = 0 . 1 ) 


162 ] Differentiiren wir Gleichung (3.) voriger Nummer wiederholt nach x und 
reduciren auf den rechten Seiten die Ableitungen nach x vermittelst der 
Gleichung ( 1 .) derselben Nummer auf solche von der Ordnung 0 , 1 , — 1 , 


''*) Vergl. Sitzungsberichte a. a. 0., No. 12^). 

**) Vergl. Sitzungsberichte a. a. 0., S. 1280, Gl. (5.) 2). 
Vergl. Sitzungsberichte a. a. 0., S. 1281®). 


1) Ahh. LIV, S. 22 dieses Bandes. E. F. 

2) Ebenda S. 23. B. P. 

3) Ebeada S. 24. B. F. 
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und substituiren die Eesultate in dieselbe Gleichnng (1.) voriger Nummer, so 
ergiebt sich eine Gleicbung von der Form: 


( 2 .) 


^ ^^ + ... + B^y = 0, 




dx” 


dexen Coefficienten eindeutige Functionen von (x, s) sein sollen. 1st Glei- 
chung (l.) voriger Nummer irreductibel, so ergiebt sicb hieraus: 

(3.) J?. = 0, R, = 0, = 0. 

Dieses ist ein System linearer Differentialgleicbungen fur die Functionen 
A A, ,A mit Coefficienten, die von (a:,s) eindeutig abhangen, und es 
ist zu entscheiden , ob dasselbe Particularintegrale besitze, welcbe eben- 
falls eindeutige Functionen von (aj,s) sind. 

Wenn wir die beschrankende Voraussetzung wiedex aufiaehmen, -dass die 
Coefficienten der Gleicbung (1.) voriger Nummer rationale Functionen von 
(cc, s) sind, und dass die Integrate derselben nicbt Stellen der Unbestimmtheit 
besitzen, so gilt der Satz; 

I. DieWurzeln der determinirenden Fundamentalgleicbungen 

der Gleicbung (1.) voriger Nummer sind von t unabbangig, wenn 
diese Gleicbung von t unabbangige Substitutionen besitzt. 

Es sind namUcb die Wurzeln einer determinirenden Fundamentalgleicbung 
4as ^ facbe des Logaritbmus der Wurzeln der Fundamentalgleicbung*), einer 
Gleicbung, deren Coefficienten der Voraussetzung nacb von t unabbangig smd. 

Ist unter derselben Voraussetzung 2/^, •••, Fundamentalsystem 

der Gleicbung (1.) voriger Nummer, dessen Substitutionen von t unabbangig 
sind, Oder, was dasselbe besagt, ein solcbes Fundamentalsystem, Welches aucb 
der Gleicbung (3.) voriger Nummer geniigt, so wird bieraus das zu einer 
singularen SteUe x = a, s = h geborige Fundamentalsystem u^, 
durcb die Gleicbungen: 


(^•) 


— % Di + %2 J /2 + ■ ■ ■ 


(k= 1,2, 


bergeleitet, in welcben durcb die Gleicbungen: 


*) Siehe Ceelles Journal, Bd. 66, S. 132, GL(6.)^). 


1) Abb. VI, S. 171, Band I dieser Ansgabe. R. F. 
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+ %“« +«” + a;i„a„, = 0, 




+^fc!“sOT -I >■ ®*) = 0 

163] bestimmt sind, wenn mit die Umlaufscoefficienten von t/,, ^ 
for den singularen Punkt (a, h) und mit eine der m Wuinzeln der Funda- 
mentalgleichung bezeichnet werden*). 

Da nnd von t unabhangig sind, so ergiebt sich fur den Fall, dass 
die Fundamentalgleichung ungleiche Wurzeln besitzt, dass die Verhaltnisse 
der Grossen von t unabhangig. Wir konnen demnach die unbestimmten 
Factoren von so wahlen, dass die letzteren ebenfalls gemein- 

scbaftHche Losungen von (l.) und ( 3 .) voriger Nummer werden. 

Es ist aber**) zu ersehen, dass auch fiir den Fall, dass die Fundamental- 
gleicbung gleiche Wurzeln hat, durch solche Hneare homogene Functionen 
r Integrale ..., y^ ein zu (a, 6) gehoriges Fundamentalsystem ab- 

geleitet werden kann, dessen Coefficienten nicht nur von x sondern auch von 
unabhangig sind. Demnach konnen wir folgenden Satz aussprechen: 

11. Man kann unter denselben Voraussetzungen, welche im 
atze I. gemacht sind, das zu irgend einem singularen Punkte 
der Gleichung (l.) voriger Nummer gehorige Fundamentalsystem 
so wahlen, dass auch die letzteren Integrale gleich- 
zeitig der Gleichung ( 3 .) voriger Nummer geniigen. 

Im Falle, dass die Voraussetzungen des Satzes I. erfiillt sind ergiebt 
sich aus demselben, dass, wenn in Gleichung (1.) voriger Nummer: ’ 


2 / == c 


— I r.dx 


gesetzt Wttd die Diffeientialgleichmig fur u eWalls voa t unabMuglgo Sub- 
stituhoneu hat, dass man demnach bei der Discussion der Gleichung (1 ) 
voriger Nummer da, wo es zweckmassig ist, r. = 0 vorausseten kann 


'0 Siehe Crelles Journal, Bd. 66, S. 132, Gl. (5.)^). 
Siehe ebenda S. 134 ff. 2 ). 


1) Abh. VI, S. 171, Band I dieser AuBgabe. R. p. 

2) Ebenda fi. 174 ff. K. p. 
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Beispielsweise lauten die Gleichungen (3.) 

fiir = 0 
m = 2 


(3a.) 


+ 24 « = 0, 

Af-2r^Af-r^^A^+^ = 0 ; 


M = 3 

I ot 

(3i).) J A^^^-2r,A[^^~r’i^A,+ SA<i^-Br,Af-3(r^^+r,)A^^^-(rf+2rf)A, + ^ = 0, 

\ - 2r3 Af^ - 2»'“> A, + 34‘> + 3.4® = 0, 


WO die oberen Accente Ableitungen nach x bedeuten. 

Wir behalten uns vor, bei anderer Gelegenbeit auf eine Discussion dieser 
Differentialgleichungen fur A^, A^, ..., A^_^ zuriiclczukommen. 


4. 

Indem wir nunmehr dazu iibergehen, Anwendungen der Theorie der 
Differentialgleichungen mit von Parametern, unabhangigen Substitutionen auf 
eine gewisse Gattung von Systemen linearer partieller Differentialgleichungen 
zu machen, wollen wir die Bezeichnungen in den Gleichungen (1.) und (3.) 
No. 2 abandern. Es sei demnach; 


(A.) 


d”‘i 

dx” 


■ + r. 


dx' 


_ -I h >“m ^ = .0 


eine Differentialgleichung, deren Coefficienten eindeutige Func- 

tionen der von einander unabhangigen Variabeln x, x^, ...,x^_^ und einer 
gewissen Anzahl von Grossen y, y^, ..., welche von den x^ x^, x^, .. ., x^_j 
algebraisch abhangen. 

Machen wir die Voraussetzung, dass diejenigen Substitutionen der Glei- 
chung (A.), welche solchen Umlaufen von x entsprechen, fur die zugleich 
y^Viiyii ihre Anfangswerthe wieder erhalten, von . . ., un- 

abhangig seien, so folgt aus No. 2, dass ein Fundamentalsystem von Integralen 




3^ der Gleichung (A.) existirt, welches zugleich ein System: 




ds 
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befriedigt, wo eine eindeutige Function von 


y^-i 


bedeutet. 

Aus den Gleicbungen (A.) und (B.) folgt, dass die sammtlichen Ab- 
leitnngen jeder gemeinschaffclichen Losung derselben nach den Variabeln 
ic, ajj, ajj, als lineare homogene Functionen der m — l ersten Ab- 

ies] leitungen dieser Losung nach oc darstellbar sind, deren Coefficienten ein- 
deutige Functionen von 

X, y, y^, y^f •••» 2/a-i' 

So ergiebt sich z. B. : 


(L) 




dJ 






in — 1,2, 


Aus diesen Gleichungen erhalten wir durch Elimination von 


ds 0*5 
dx ’ dx^ 


’ dx”' 


eine Gleichung 
(A'.) 


■ + = 0, 


da:f ‘ ' ‘ dxl 

deren Coefficienten »•', L) eindeutige Functionen von 

' • ! Vj 2^11 VtJ 


sind. 


X, X„ X, 


2/0-1 


Es genilgt daher z auch als Function von einer gewohn- 
lichen linearen homogenen Differentialgleichung mit Coeffi- 
cienten von derselben Natur, wie r , r ..... r . 

Selbstverstandlich kann das System (1.) auch so beschaffen sein, dass die 
Ordnung der Differentialgleichung (A'.) niedriger als die m*® wird. Dieses 
wilrde geschehen, wenn die Determinante 

verschwindet. 

Im Allgemeinen also wird die Ordnung der Gleichung (A'.) die 
sein, und es wird das System der Gleichungen (l.) fur m = i, 2, .... m — 1 die 
Auflosung nach 4^, ^ ^ 


gestatten, und namentlich: 
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(B'.) 


dx 


^00^+ <?oi + "* + 


dx] 


d”*-‘A 


ergeben, wo 0^^ eine eindeutige Ftinction von 

X, iCj, S/j, iKg-ij Vi 2/i) 2 / 2 ) •••) 2^0-1 

ist. Mit Hulfe von (B.) folgert man dann, dass allgemein: 


(Bl) 


^ = a.* + c„|^+- + o. 




([I = 0 , 1 , 2 ,.. ., 9 - 1 ) 


■^0 0^,. wiederum eine eindeutige Inunction von 


[i66 


ii/2j ^9— ly 2/1 > 2^2? 2/(j— 1 

ist. 

Im Allgemeinen geniesst also das Fundamentalsystem 
die Eigenschaft, dass die Gruppe der Substitutionen desselben 
von x,x ,x , ...,co,. iinabbangig ist, welcbe der Vaxiabeln x, x^, . . ., x^_^ 
anch als allein veranderlich aufgefasst wird. 

Zur Kategorie der Differentialgleichungen (A.) geboren z. B. diejenigen 
Differentialgleichungen, welcben die Periodicitatsmoduln der ABELScben In- 
tegral als Fnnctionen der Klassenmoduln geniigen*). 

Wir werden bald noch andere Beispiele kennen lernen. 


5. 

Es sei jetzt umgekehrt ein System linearer homogener partieller Diffe- 
rentialgleicbungen mit der abbangigen Vaxiabeln und den unabbangigen 
Vaxiabeln ^ deren Coefficienten eindeutige Functio- 

nen von x,x^, ...,x^_, und den von diesen algebraiscb abbangenden Grossen 
« « y seien;*^ und es werde die Voraussetzung gemacbt, dass dieselben 
diirch einJ Function ^ befriedigt werden, deren Zweige (d. b. die durcb 
solcbe Umlaufe der Vaxiabeln V erzeugten Functionswertbe , fur 

welcbe aucb y , y,, y., y... itre Anfangswertbe wieder annebmen) sich 

sammtlicb durcb m derselben linear bomogen und mit 

von unabbangigen Coefficienten darstellen lassen. 

' *) Vergl. CEELLETjournal, Bd. 71, S.128ff.; Bd. 73, S.324ff.; SitzungsbericMe 1888, S.1285ff.O. 

S. 283ff.Zai««a Abh-xm, S.343ff.. Bandl Ausgale, A.h.LIV. 8.29ff. dieses Bandes. B. B. 
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Zunachst ergiebt sich; 

I. In Bezug auf jede der einzelnen Variabeln genugt ^ einer 

hnearen bomogenen Differentialgleichung hochstens Ord 

nung: v/cu-. 


(«.) 




+ rf’ 


d” 


dx! 

deren Coefficienten e 




sind. 


indeutige Functionen der Grossen 


1st namlich: 
( 1 -) 


A'^> = 


d'‘zi 

I da^ 


(' 


= 0 , 1 .. 
' 1 , 2 ,. 


.,m-l 
, m 


') 


*67] die Hauptdeterminante von ^ ^ ^ tti r 1* * 

nnri /I* * • s? ^ i/6ztig Euf (He \ Eriiible ^ 

5<ef ’ eajf > ■■■» ersetzt wird, so ist: 


( 2 .) 


r<^) 


•Af 




iTr„n':;;renre:\?7“ ^ 

Nenner in der rechten Seite to 4ich!r; (“Tmi^r 

pUcirt, also C ungeandert bleiben, ' multi- 

.ich “ ^ Vo_„„g e,giobt 

'^T'’in’"ii"reV“f Umlaufe machcn, welcl.e auch 

</) jsJ * • • j X/g-i m line Anfanff s wer the znrii 

diesen Umlaufon entspreohenderSnbsrr, ’ 

der Gleicbung W.von /x r ” "" Integrale 

gleicb Jgerwied“.;2dto ^ Xerrorgebobenen Ditoential- 

Va^abeln Pokier rdeX^^T^ 
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letzteren Variabeln und der von denselben algebraisch abbangenden Grossen 

Das System (S) soli jetzt der folgenden Bedingung geniigen; Dasselbe 
soli identiscb befriedigt werden, wenn die sammtlicben Ableitungen nach 
den Variabeln x, x^, x^_^ dnrch bestimmte lineare homogene Ausdriicke 

eines festen Systems von m Ableitungen ersetzt werden, deren Coefiicienten 
eindeutige Functionen von x, x^, x^, x^_j, yi y^i 2/a_i sind. Dieses feste 
System von Ableitungen lasst sich dann aUemal so wahlen, dass zwischen 
denselben eine lineare homogene Gleichung mit in 

x^j • • •} Vi Vii 


eindeutigen Coefficienten nicht stattfindet. 

Fur ein so charakterisirtes System (S) ergiebt sich zunachst: 

I. JedeLosung^! desselben geniigt inBezug auf jede einzelne 
der Variabeln x.^^ einer Differentialgleichung. 


( 1 .) 


( 1 ) 

— .i- 

dx^ ^ * 


dx^~’' 


.Jrr^s = 


0 , 


deren Coefficienten rf eindeutige Functionen von 

X, aij, ^5-1, V) ifi) y%i •••> 2/s-i 


[i68 


sind, und deren Ordnung 

n < OT + 1 . 


Gleichzeitig ist: 
( 2 -) 






a”-’;® 

dx];-'- ’ 


wo die Grossen eindeutige Functionen von 

X, x^,x^, x^_i, y, 2/i, 2/2) •••) 2/3-1 

Nach den Auseinandersetzungen von No. 4 geniigt es im Allgemeinen, 
um die Existenz gemeinschaftlicher Losungen des Systems (S) nachzuweisen, 
die Gleichung (1.) fiir eine der Variabeln, z. B. x, aufzustellen 


Fuchs, mathem. Werke. HI. 
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tind festzusteUen, ob dieselbe mit deu Gleichungen 


m 


ds 

dxi 


Af^, + AT^ + - + At. 


dx” 


0 = i,2,...,e-i) 


gemeinscbaftlicbe Losungen besitzt. 

Nacb No. 2 lasst sicb dieses so ausdriicken: 

II. Im Allgemeinen ist die nothwendige und hinreichende 
Bedingung dafiir, dass das System (S) gemeinscbaftlicbe Losungen 
besitzt, die, dass die Substitutionen eines geeigneten Funda- 
mentalsystems von Integralen der Gleicbung (A“.) von 
unabbangig werden, wenn x solcbe Umlaufe vollziebt, die aucb 
2/) 2/i) 2 /.? •“» 2 / 5-1 Anfangswertbe zuruckfiibren. 

Die Coefficienten der Differentialgleicbung (A“.) und die Coefficienten 
Af in (B°.) miissen bierzu p — 1 in No. 3 Gleicbung (3.) charakterisirten 
Systemen von Gleichungen geniigen, welche fur die einzelnen Parameter 




' 2 ) 


• ) "'"(j-i 


aufzustellen sind. 


Aus dem Vorhergebenden ergiebt sicb aucb: 

III. Die Entscheidung dariiber, ob die Losungen des Systems 
partieller Differentialgleichungen (S) Unbestimmtheitsstellen zu- 
lassen, kann von der Untersuchung der gewdhnlichen Differential- 
gleichung (A^) abhangig gemacbt werden. 

Diesen Satz werden wir bald durch ein Beispiel zu eiiautcrn Oelegen- 
heit baben. 


169] 7 . 

Ein besonders interessantes Beispiel zu den Systemen partieller Diffe- 
rentialgleichungen (S) der vorigen Nummer bietet sicb in den folgenden in 
neuerer Zeit vielfach behandelten simultanen partiellen Differentialgleichungen 
dar: 


( 1 -) 

(2.) 

( 3 .) 


dx^ 

dxdy 


dz dz 

, . dz . dz 

= *•*+*■■ to + a?' 

, d-er dz 

= '•»+'■ to + 
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WO eindeutige FurLctionen von x, y nnd einer von a:, y algebraisch, 

abhangenden Grosse | sind. 

Auf einen besonderen Fall derselben, wo die Coefficienten ratio- 

nale Fnnctionen von x^y sind, wurden die Herr en Appell*) nnd Picard**) 
bei der Verallgemeinerung der GAUssscben Reibe gefuhrt. Aucb lasst sicb 
nach einem von Herrn Picard***) in besonderen Fallen angewendeten Ver- 
fabren zeigen, dass die eindentigen Fnnctionen a:, y zweier Variabeln a, % 
welcbe Snbstitntionen der Form: 

/ + Ag j 3 u \ 

r’*’’ Cu+ G,v + C,'’ Ou+ C,v + C^ ) 

znlassen, nnd fiir ein gegebenes Wertbsystem x, y nur eine endlicbe Anzabl 
incongrnenter Wertbe v liefern, anf die Umkebrnng von Qnotienten dreier 
Losnngen des Systems (1.), (2.), (3.) 





u, 



V 


znrilckgefnbrt werden konnen, wenn rationale Fnnctionen von 

a;, y, I bedenten. 

Ans den Gleicbnngen (l.) nnd (2.) ergiebt sicb: 


(4.) 


d’‘z 

'Cl[ 




■ + a, + 


dx’‘ 


a[ + a„ 




ao + a.&o-«o-^-«o^ 


dx 

0 , 




wo die oberen Accente Ableitungen nacb x bedenten. 
Die Gleicbnng (1.) scbreiben wir in der Form: 
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(5.) 


dy da? 


nnd erkennen durcb Vergleicbnng der Gleicbnngen (4.) nnd (5.) mit den 
Gleicbnngen (Al), (B’.), dass die Differentialgleicbnngen (1.), (2.), (3.) ein 
System (S) bilden. 


*) Oomptes Rendus de I’Acad. de Paris, 1880, li«Sem. und Liotjville Joum. 1882. 
**) Annales de P^Icole Norm. Sup. 1881. 

***) Acta Mattem., T. 5, S. 17 6 ff. 
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Nacli vorigex Nummex Satz II- ist die notliweiidige mnd liinxeicliende Be- 
dingung dafiir, dass das System (1.) bis (3.) gemeinschaftlicbe Losungen hat, 
die, dass die Substitutionen, welche die Integrale der Gleichung (4.) erleiden, 
von y unabhangig sind, wenn solche Umlaufe vollzieht, fur welche auch | 

seineu anfanglichen Werth wiedererhalt. 

Die Gleichung (3.) ist eine Folge der Gleichungen (1.) und (2.) oder (4.) 
und ( 5 .)- Differentiiren wir in der That die Gleichung (5.) nach y und 
Gleichung (2.) nach x und herilcksichtigen (1.) und (2.), so ergiebt sich: 


(3a.) 


dz Qz 


wo; 


(6.) 


Cl = 


1 


da„ 

a. 

. dx 

dy 

1 

ra&, 

da. 

a. 

. dx 

dy 

1 


_ a «^ 


Laa: 

dy 


+ + &IJ 


Aus der DiiFerentiation von (3 a.) nach y und nachheriger Elimination von 

ii und mit Hiilfe der Gleichungen (2.) und (3 a.) folgt: 

dx OX oy 


(4a.) 


d^z 

' 0 log C?1 

df 

. dy 


* 1 " 4 " ^5 




1 




■ Cj a, 


dc, 

Iw 




d log c, 


dy 


^ 0 


dz^ 

dy 

: 0 . 


Schreiben wir Gleichung (3a.) in der Form; 


(5a.) 


6a: 0, c, dy c, dy‘ ’ 


so sind die Gleichungen (4a.) und (5a.) mit den Gleichungen (4.) und (5.) 
aequivalent. Das Vorhandensein gemeinschaftlicher Integrale der beiden er- 
steren ist mit der Unabhangigkeit von x derjenigen Substitutionen iiberein- 
171] stimmend, welche ein geeignetes Fundamentalsystem von Integralen der 
Gleichung (4a.) erleidet, wenn y solche Umlaufe vollzieht, die auch | in 
seinen Anfangswerth zuruckfiihren. tJbrigens fallt (in Ubereinstimmung mit 
No. 6) dieses Fundamentalsystem mit dem oben erwahnten Fundamentalsystem 
von Integralen der Gleichung (4.) zusammen. 


ijBER LINEARE DIFEERENTIALGLEICHUNGEN. 


isa 


Die Grossen g,, K, K lia'beii demnach den sechs Differential- 

gleichungen Genuge zu leisten, welche wir erhalten, wenn wir einerseits in 
den Gleichungen (3.) No. 3 an die Stelle von r,, »•„ die Coefficienten der 
Gleiclinng (4.) nnd 


“O A 

— — , 


A. 


setzen, und andererseits in denselben Gleichungen r,, r, durch die Coeffi- 
cienten der Gleichung (4a.) und A^, A^ bezuglich durcb 


11 . 


^ J. 

c,’ c. 


ersetzen. 


o. 

In verscbiedenen Schriften*) bat Herr Horn die Frage behandelt, unter 
welcben Umstanden das System der linearunabbangigen gemeinsamen Integrale 
^ , .2 der Gleicbungen (1.), (2.), (3.) (seine Existenz vorausgesetzt) sicb uber- 

all regular verbalte, oder, wie wir im Anschluss an unsere in den Sitzungs 
bericbten (1886, S. 281)**) angewendete Bezeicbnungsweise lieber sagen wollen, 
keine Unbestimmtheitsstellen besitze***). Herr Horn setzt uberdies voraus, 
dass a,; K, K, Wich auch [nach No. 7 Gleichung (6.)] c, 

rationale Functionen von y sind. , -p 

Wir wollen zeigen, wie diese Frage mit Hillfe der vorhergehenden r- 

wa^angen daiauf auiiickgefutrt warden kann, m entscheiden, ob die Di e- 
rentWrieichung (4.) voiiger Hummer mit der emen unabhangigen Jaiiabe 
X keine Unbestimmtheitsstellen besitee. Selbstverstandlich kann ebemo die 
Lichnng (4a.) derselben Hummer mit der einen unabhangigen ^anabeln 

“™oS!rtieht die Voraussetsung, dass als I’uuctionen der iinab- 

h» ““ Unbestimmtheiten dai- 

' ^ T 19 S Habilitationsschrift 1890. ^ 

Acta Mathematica, T. 1^, • , Qi-fynnffsbericliten 1888, S. 1279, wo dieselbe 

S«,.. 1880 

■worden ist’). 

***) S. auch oben No. 1 ff- 

— “ . n ud Abh LIY S 22 Fnssnote dieses Bandes. wo der angegebene Drnckfehler be- 

1) Abh. XLYII, S. 394, Band D dieser Aasgabe und Abh. LIV, S. ii buss 

ricitigt ist. B. F. 
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bieten, die nach sich, dews dieselbea Grossen ^,5 aueli koine IJnbestinimt- 
heiten zulassen.diirfen, wenn wir x allein verandern, wiUireud if nnverilndert 
bleibt. 

172] Sei ^ix,y) ein in den Nennem von K wiftretfudcr irre- 

ductibler Factor, so lasst sich die Gleichung (1.) voriger Nnnuuer in die 
Form setzen: 

. / s,L . ,, d^Ji , „ dA , ,, ,, 

(1.) + + 5- + i = tb 

sodass P,, Pj, P, fdr ein ^ annullirendes Werthsystein nicht uneiulHcIi werden. 

Sei y = h ein willkurlicher aber so boachuffbner "SVerth, dasH fi\r ilm 
(j; = 0 weder mit || = 0 oder — 0 noch mit = 0 eino Wurzid gemoiu- 
schaftlich habe, wenn irgend ein von 'p verNchiedener irrcducftbler Factor 
der Nenner von a„, ist. 

Wir konnen alsdann urn y = fj cin (icbiet F ubgrenzcn, vou der Art, 
dass, wenn wir die Veranderlichkuit vou y inif F hes<diriinkeu, uiH'rhuujjt 
(Jj = 0 weder mit — 0 oder || = <> noch niit 0 gemeinsrhuftliche 

Losungen besitzen kann. 

Sei *: = « eine liosung der (ileieinmg: 

(2.) .K^b.y) - 

we n n die Variabilitiit von y auf F be.s<-hrunkt winl, sti innHs in der I jugebung 
von «"; = «, wenn daselbst li'nbestimmtiieit iiielit statttinden sol!*): 

i* 0 

’t}.“ 

I* if 

"‘F' i'" - ' 

F, . V, 

'F‘ " «)’ 

sein, wo Q,, Q^, fiir x — a nicht iiiehr imeinllieli wtTilcn. 

Die zu x = a gelidrige dcterminirende Fnnduinentalgieirlmug der (dei- 
chung (1.) ist: 

(4.) »'(r-l)(r-2) + (il,(a)r(r-I) + y,(a)i-+ Vd."' "• 

*) Sielie Cremes .Toarnal, Bd. (JO, S. 140, Ol(12.)>). 



1) Abh. VI, S. 186, Band I dieger Aasgab®, E. F. 
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Da nach No. 7 die Substitutionen eines geeigneten Fundamentalsystems 
von Integralen der Gleichung (1.) von y unabbangig sind, so folgt ans Satz I. 

No. 3, dass die Wurzeln der Gleicbnng (4.) von y nnabhangig 
sind. 

Nun ist Qj(«) eine rationale Function des Ortes in der Fiemann- [173 
schen Flacbe (2.) und bat einen von y unabbangigen Wertb s : 


Q,^{a) — s.. 


Da aber ^{x^y) irreductibel ist, so folgt, dass die determinirende 
Fundamentalgleicbung (4.) dieselbe bleibt, welcbe Wurzel a; der 
Gleicbung (2.) aucb fur a gewahlt wird. 

Sind daber die Wurzeln der Gleicbung (2.), so folgt: 

Es giebtein Fundamentalsystem von Integralen der Gleichung 
(E)) C,, Cj, Cg von der Bescbaffenheit, dass 




ganze rationale Functionen von log </) darstellen, deren Co- 
efficienten eindeutig, endlicb und stetig sind, solange y dem 
Gebiete F angebort und a: einem entsprechenden Gebiete G, 
welches sich aus Gleicbung (2.) ergiebt*). 

Dieses stimmt mit einem Satze des Herrn Horn**) iiberein, welcben der- 
selbe aus anderen Principien und an den Ditferentialgleichungen (l.), (2.), (3.) 
No. 7 selbst herleitet. 

Die Einscbrankung, dass y in dem oben bezeichneten Gebiete F sicb be- 
wege, ist erforderlich, weil entweder die Integrale der Gleicbung (l.) in der 
Umgebung von a: = a fiir solche Werthe von fiir welcbe 


0 mit ^ = 0 Oder 
dx 


0, oder mit == 0 


gemeinschaftliclie Losungen besitzt, unbestimmt werden konuen, oder die de-^ 
terminirende Fundamentalgleicbung (4.) ihren Charakter andern kann. 


*) Siehe Crelles Journal, Bd, 66, S. 148 ff. >). 
**) Acta Mathematica, T. 12, S. 162. 


Alh. VT, S. 188 ff., Band I dies«r Ansgabe. E. F. 
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Hacli Satz II. No. 3 l&sst sich daa Fundamentakystem C,, : , wiihU-n, 
dass dadurch auch Gleichung (5.) vorigor Nummer, d. h. i.:., d;.. System 
( 1 .), (2.), (3.) derselben Nummer befiriedigt wird. 

’ist demnach weder von a: noch von ,f un;. •. i. s 

geniigt es, urn festznstellen, ob das •Hystcin (I.), 

Hummer fur ^ = 0 Unbestimmtheiten zuliisst, dii* 

(3.) zu entwickeln. 

Diese Entwickelung ergiebt folgcndes liesnltat: 


s# 

) \urigt*r 


Sei: 

i 

(6.) 

j i. = 


'.I 4 1 1 f 

V 

n, 

”r j, . 1 ■ 


(» J,a,») 


,74] wo h so gewahlt ist, dass jI, M, fiiv ’y " idfbl «n-hr luimidlirh warden. 
Alsdaim muss sein: 


( 7 -) 

( 8 .) 

( 9 .) 




dA„ _ . a log A, 
a./- “ d,r 


A, + Ji, = It, intiii. 

■j.'"* i . 1 , /i', ■ .}, /»', I'. 111'"!. v'\ 


■;.*" + /I, /*„ ao'd. 


Um dicsu Hcdinguiigon lait doJi vnn litiru IbotN*! uiifu'i-strUton zii wr- 
gleichen, ist zw(!i(‘rl(“i zn bt-afliton : 

Erstlicb bratudu'ii wir nui'h dru ohigi ii l.nf.vti «lii‘ < 

Cj, Cj nicbt in nnscrf ilfdingnngsgltdciinng atd/imi'innfii. 

Zweitens sind in nnsfriT 1 >urstf!!niig dif iliiliimitugcii fur die KviMtcnz 
des den (Hoichungcn (I.), ( 2 .), (:t.) \urigrr r griiH tir .uiiru t Hiitianitiital" 

systems z^, s^, nacli den Vorscliriftfii am Si hln'.-i- ili-r u-ng'n .Niimiui'r go- 
trennt zu bchandcln, wsilmmd von l!i*rrn Hmun m si-im' llriiulanfat^x-diugiuigon 
theilweise jene Existtinzbodinguiigen iiiit unfgoiKmnni ii ^Miidi n NUid. 

Ist ^{x^y) von .r unabhangig, w» ist das \ rrhalim \on in d> r I in* 
gebung von (}; = 0 von den ( 'offticiunton di-r film hung ! la 1 .\o. 7 ti-st- 


*) A. a. 0 . Ilabilitationsschrift. 
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zustellen, wahrend fur solche "''’on y unabhangig sind, dieses Ver- 

halten nach den Coefficienten der Gleichung (4.) zu beurtbeilen ist. 


9. 


Zu den Systemen (S) gehoren aucb die partiellen Differentialgleicbungen; 


( 1 .) 

( 2 .) 


a^A 6 *a , 6a 6a , 

dy^ dxdy * dx dy 


Denn durch Differentiation von (1.) nacb x ergiebt sicb: 
(3.) 


6’a 6®a 6“a , , 6a dg ^ 

— + + + Cj-^ + d,A. 


dx^ “ dx^ dy ^ '** dx dy 
Differentiiren wir (1.) na*ch y, so folgt: 


dy 


(4.) 


6 ® A 


6 ^ A 


6 a - 6a w# 

a. -;r-^ + 5a -^ + c, — + d, A. 


a«/ 


aiK** 6?/ 6a; dy^ dx dy 

Differentiiren wir endlich (2.) nacb a;, so ergiebt sicb: 


[i7S 


(5.) 


— a, 


d\ 


+ • 


6 ® A 


aa;^ dy dx dy 


a“A , , aA , aA , 


Die Grossen Cj, in den Gleichungen (3.) bis (5.) setzen sicb aus 

den Coefficienten der Gleichungen (1.) und (2.) und ibren Ableitungen rational 
zusammen. 

Aus (4.) und (5.) folgern wir: 


( 6 .) 

( 7 .) 


r^ T a’A 6 ’a t ds 6 a , 


[1 — aa,] 


63:“* dy 
a»A 


® dxdy ^ ^dx^ dy 
a'^A - 6 a , aA - 


6 a: a^’* aa: 62 / ' 6a: 

Substituiren wir (6.) in (3.), so folgt: 

( 8 .) 


dy 


6 °a 

6a:® 


6 ®a , 6a aA , 


Differentiiren wir (8.) nacb x und setzen den Wertb von aus (6.) ein, 

Fuchs, mathera. Werko. m. 13 
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d *0 

aa:‘ 


a.-r-^ + h~-‘~ + 


•d^dy *dx 


dx 


Q 'i ^ 

EUmmixen wir zwischen (L), ( 8 .) und ( 9 .) »mcl ^ ho orhalttm vnt 

fOr ^ die Differentialgleichung vierter Ordnung nach der I'ariuhtdn ./•: 


(«•) 


d *0 d’e d*g d.* . 
■+lh-^+ Pt dx 


dx* ■ ds' ‘ ’ da;’ 




Eliminiren wir -£^gj zwischen (I.) wnd {^■)» «*» tolgt: 




dz 

dy 




d’s 


d'£ 




Die Coefiicienten der Glei<:hung<‘H {«.) und {(i.) sirli nm dcti Co- 

efficienten der Gleicimngen (1.) und (2.) und nus ihn u AiduiSungcn riitional 
zusammen. 

Demnach fallen die Gleiclningen (I.) and (2.) in tiie Kittegorir der in 
No. 6 discutirten Systcme (S). Die <ileir}uiiigeit («,) and ((1) nind itemmdere 
Falle der Gleichungen {A\) and (B*.). 

Von den AusnalimeflilUm hel»en wir hier iiur th'ii Fall lu'rvtir, diiHs; 


( 10 .) I-a«, a. 

176] welcher entweder auf dus Hynteiii (i.), (2.). (H.) Ntt, 7 ziiriirkfiliirt uder, 
wenn wir: 


d'~- 

fd; 

, cIs 

- '■ a.r - ' 





dr 

dr 

, dr 


d//" 

fyicdy 

« h ■ — f 

> d./ 

r’f/ 


setzen, erforderlicli inacht, dnss i<U“ntiKdi fitr jed»* I'Hin iiuii ^ vtui / . y 


sei. 


rD» 

% 


+ a 


d<J 

rlf 


II 


Nach einem von Herrn Pn'ARD’*) in la-stuuleren Fiillen augegelHUH'n \'er“ 
fahren lasst sich. zeigen, dasB die eindeutigen Fuan-tioncn r mui y zwc'ier 


*) Liouville, Journal, s& IV, T. 1 {18H5}, p. 112- IW, 
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Variabeln v, welche Substitutionen der Form 


au + i a'u + b'\ 
CU + d’ c'u + d'j 


zulassen und iiberdies so beschaffen sind, dass einem Wertheapaare (ic, y) nur 
eine endliche Anzabl von incongruenten Wertben u) entspricbt, duxch 
die Umkebrung von Quotienten der Losungen eines Systems von partiellen 
Difierentialgleicbungen der Form (l.) imd (2,) mit algebraiscben Coefficienten. 
erbalten werden konnen. 
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ANMEEKUNGKN. 


1) Anderungen gegen das Original. 

Es wurde gmtzt: 

B. 123, Gleicimng (B.) nMt 

„ 136, Zeile 8 v. in wurdo »nnt« vnr himngi^fngt^ 

„ 2 V. u. wurda ^gameiairliaftlirho IMimmm liriilit* liliiijigafiigi, 

„ 136, „ IS wurde »Bein« liliwsugeftigf, 

„ 139, „ 4' V. u. »enta|infht^« statt 

2) Zu Gleichung (B.) S. 125 sei bemerkt: Oats iindnitige Fuiirticnwii \iiii x fiiigt am Ho, jj, 

Die Thatsache aber, dass diese (irl’mien aurh eindcutige Fuiinicnirii ^iiii .r|,'.r, * ‘.-t i liecitrf 
noch des Beweises. Man vergleiche das^u: 

L. SOHLESINGEE, Sitisungsbcrichte dcr KlJnig!. ptmim. Alail ilrr J«4irnal f. cl. r. 

u. a. Mathematik, Bd. 124, B. 311,812. 

^ B. Fuchs, Beilage zum Programm des Bigman-k-'flviiiniKiiiiiii lit Wiliueriiil'irf", umpm Kci* T, 

S.lSff. 

L. ScHUESiNGEii, Journal f. d. r, in a. Mathtinatil;, ild. 12*4, s. 2t«L Su. il, i»l, 


11, F. 



LX. 

tJBEE DIE EELATIONEN, WELCHE DIE ZWISCHEN JE ZWEI SINGU- 
LAEEN PUNKTEN EESTEECETEN INTEGEALE DEE LOSUJSTGEN 
LINEAEEE DIFFEEENTIALGLEICHUNGEN MIT DEN COEFFICIENTEN 
DEE FUNDAMENTALSUBSTITUTIONEN DEE GEUPPE DEESELBEN 

VEEBINDEN. 

(Sitzungsberichte der Konigl. preussiscben Akademie der 'Wissenschaften zu Berlin, 1892, 
LIV, S. 1113 — 1128; vorgelegt am 22. December 1892; ausgegeben am 12. Januar 1893.) 


Die folgende Notiz nimmt auf meine Arbeit im 76. Bande des Crelle- [mj 
schen Jotirnals S. 177 if. Bezug, welche den Titel fiihrt: uDber Eelationen, 
welche fiir die zwischen je zwei singularen Punkten erstreckten Integrale der 
Losnngen linearer Differentialgleichungen stattfinden« ^). In dieser Notiz soli 
anf die Eolle hingewiesen werden, welche die Coefficienten der Fundamental- 
sub stitntionen der Losungen der Differentialgleichung in jenen Eelationen 
spielen. Zu diesem Ende ist nur eine etwas veranderte Schreibweise der 
rechten Seite der in der citirten Arbeit mit (S.) bezeichneten Gleichung 
erforderlich. Durch diese Schreibweise tritt der Umstand besonders hervor, 
dass die rechte Seite der Gleichung (S.) lediglich von den Coefficienten der 
Fundamentalsubstitutionen der Gruppe der Diiferentialgleichung abhangt. 
Dieser Umstand aber bringt es mit sich, dass die Eelationen (S.) und (T.) 
einen invarianten Charakter haben, in dem Sinne, dass sie fur die gesammte 
Klasse von Differentialgleichungen, zu welcher eine vorgelegte Differential- 
gleichung gehort, die gleiche Form beibehalten. Diese Invarianz macht es 
moglich, gewisse beschrankende Voraussetziingen, welche in der oben citirten 
Arbeit fiber die Wurzeln der determinirenden Fundamentalgleichungen ge- 


1 ) All. XVI, 3. 415, Band I dieser Ansgale. E. F. 
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macht worden sind, aufzulieben. Ijadem wir dieses in gegenwlrtiger Notiz 
nachweisen, haben wir, nm Complicationen in der Dursttdlnng zu vermeiden 
bier noch vorausgesetzt, dass die Differenzen zweier jener \\'urztiln, wean sie 
nicbt sammtHcb ganzzahlig sind, aber zum Aiiftreten von Loguritiunen keine 
Veranlassting geben, nicbt zum Tbeil ganzzahlig sein soilen, und behalten 
1114] uns vor, an anderer Stelle diesen Punkt einer besondt*ren Krbrtcnuig zu 
unterwerfen. Ebenso baben wir die Anwendungen, welcher die Rcdationen 
(S.) und (T.) fahig sind, fur eine andere Gelegenheit aufsparen miissen. 


Wir behalten bier, mit einigen unwesentlichen Abwidernngen, die Be- 

zeiebnungen der Abbandlung in Bd. 76 des CnEU.KBcben JournulH, S. 177 213’) 

die wir im Folgenden mit dem Zeicben Abb. citiren wolbm, Inn. 

Es sei hiernach 

Fix) = ix — a^)ix-a^) 

W [rif = i. = n, 

0 

WO F^ix) eine ganze rationale Function Grades vnn r bedeutet, und wo 

(^•) T s= p + 3 

gesetzt ist. 

Wir haben mit diejenigen .singuliinni Punkte bezeiehnet, in 

welcben sich die Integrale so verzweigcn, dans nicbt iiuv (ituditmten siunmt- 
bch imgeandert bleiben, mit diejenigen, hei deren brnkreiHung 

sammtbche Integral -Quotienten ungcilndert bleilnm. 

Die zu Gleichung (B.) adjungirbj Differentialglei. bunu': 

bnngen wir ebenfalls in die Form; 

Wf — 2a = 0, 

G.^ix) erne ganze rationale Function x**" Grades von x. 

zu '^orlaufig noch wie in Abb. voruus, dass <lie Wurzelu der 

realen Th 1 determinirenden Fundam(;ntalglei<‘bung<'n in ihren 

grosser als die negative Kinbeit sind. Dann 

1) Abh. XVI, S. 416-^455, Band I dieser Auggal) 0 . B. F. 
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haben*) aucb bei der Gleicbung (C.) die Worzeln der zu a, a,..,, a 
borigen determinixenden Fundamentalgleicbungen die gleicbe Eigenscbaft. 

Setzen wir ■ [in 5 

und bezeicbnen mit diejenige Function von c, welcbe aus durcb Ver- 
tauscbung von x mit a bervorgebt, sowie mit P den Ausdruck , so 

bat der in Abb. S. 178*) eingefiibrte Wertb U die Form 



?7= -Po + 


dx 


**) 

dx'^ 6a:" 


Es sei I'll) T'Js) • • zu a; = oo geborige Fundamentalsystem von In- 

tegralen der Gleicbung (B.), Ci, C^, C„ das entsprecbende Fundamental- 
system von Integralen der Gleicbung (C.), und zwar derart, dass ad- 

jungirte Integrale darstellen. 

Ferner bedeute • • •, das zum singularen Punkte geborige 

Fundamentalsystem von Integralen der Gleicbung (B.), 


) ^2jU ) 




das zu demselben singularen Punkte geborige Fundamentalsystem von In- 
tegralen der Gleicbung (C.), derart, dass wieder adjungirte Elemente 

sind. Wir setzen, wie in Abb. S. 190^): 


n 



I *^0 Sc^ac 

(4.) 

/ ^ 

j n 


( ~ Sc^ac 

' 1 

ergiebt sicb***): 

n 

(5.) 

= 0 

1 

(6.) 

n 


*) Siehe Abb. S. 180 ‘). 

**) Abb. S. 179®). 

***) Of. Abh. S. 194-196®). 


(a^b) 


1) S. 419, Band I dieser Ansgabe. B. P. 
5i) Ebenda S. 417. B. F. 

3) Ebenda S. 417. B. F. 

4) Ebenda S. 430. B. F. 

5) Ebenda S. 434—435. R. F. 
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wenn. iiber die willkiixliclien Factoren in C„, sowie in auf dieselbe 

Weise wie in Abb. S. 193^) Gleichung (8.) und S. 195®) Gleicbung (3.) dis- 
ponirt wild. 

Sind die ■Wuxzeln der zn gehorigen determinirenden 

Fundamentalgleicbung fur Gleicbung (B.), so fanden wir in Abb. 8. 206®): 


(S.) 

.•6](T.) 


/ dx / daUri-^ii = (-l)"'^2a6xaC:o 




sm TTf- 


dx I dccUr,^i, = 0 (x.= i= l,2,...,n) 


(«,, von jeder der Grossen a^, verscbieden). 

In diesen Ausdriicken bedeutet j, diejenige Function von a, welcbe aus 
durch Vertauscbung von x mit a hervorgeht. 

Bezeicbnen wir die Substitution 


(7.) 

die Substitution 

( 8 .) . 


/^ll> • • 

; K\ 

\k, .. 

* 5 ^jin / 

A,, 0, 

..., 0 ' 

0,' Aj, 

..., 0 

0, 0, 

• • • , A„ 

7 n / 

K 

2T.r 

= e 


mit B, 


mit L 


und endlich die Substitution, welcbe das Fundamentalsystem 

> TI 2 7 • * • 7 ^71 

durcb einen Umlauf urn erleidet, mit 8^, so ist: 

(9.) 

Wir wollen 


= BLB-\ 


( 10 .) 




^9u. •••, <7i„\ 
* • * 7 9nnJ 


1) S. 432, Band I dieser Ansgabe. B. F, 

2) Ebenda S. 435- E. F. 

«) Ebenda S. 447. E. F. 
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setzen, und nunmehr iim Complicationen zu vermeiden, zu deu oben iil 
Wurzeln der zu a^, ...,a gehorigen determinirenden Fundamentalgleicl 
gemacbten Voraussetzungen nocb die hinzufugen, dass uicbt die Diff 
z-vveier einer ganzen Zahl gleicb ist. 

Alsdann ergiebt sich*), dass die Verhaltnisse der Coefficienten dei 
stitution B folglich auch die Verhaltnisse der Coefficienten sich r£ 
durch die Grossen und vollstandig bestimmen lassen. 

Aus den Gleichungen ( 5 .) und (6.) folgt 


( 11 .) 

wo A die Determinante 

( 12 .) 

und 

( 13 .) 



Wir setzen (ll.) in Gleichung (S.) ein und erhalten 


[ill? 


(S'.) 

wo 

( 14 .) 


/ dxj «- ,= « 




Die Grossen A"'" sind nur von den Verhaltnissen der Grossen b ,b b 

1 I la? 2a/ 5 na 

abnangig. Es ergiebt sich also: 

Die Grossen sind wohlbestimmte rationale Fu*nctionen 
der Grossen ...,A^ und g^, sie sind daher lediglich durch die 

beziigliche Fundamentalsubstitution bestimmt. 

Die Gleichungen (S'.) reprasentiren hiernach Gleichungen 
fiir die Coefficienten g^ der zu gehorigen F''undamental- 
substitution des Fundamentalsystemes 


”^2? 

*) Sielie meine Arbeit in Crelles Journal, Bd. 66, S. 133, woselbst mit c* und die Horizontal- 
reihen von (S)-> typisch mit ajj, a:j, . . ., a;„ bezeichnet sind‘). 

1) Abh. VI, S. 172—173, Band I diosor Ansgabe. B, B. 

Buchs, raathem. Werke. III. 
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%. ' 

Betrachten wir nunmehr eine lineare Differentialgleichung 

( 1 .) + + = 0 , 

deren Coefficienten ganze rationale Functionen von a;, und deren Integrale 
iiberall bestimmte Werthe haben. Wir wollen fur dieselbe die einschrankenden 
Voraussetzungen, welche wir in Abb. S. 183 — 184 ^) uber die Wurzeln der 
determinirenden Fundamentalgleichungen gemacbt haben, fallen lassen, und 
yorlaufig, um Complicationen zu vermeiden, nur Folgendes festsetzen: Die 
singularen Punkte b^, seien so beschaifen, dass die sammtlichen 

Differenzen der Wurzeln der ihnen zugehorigen determinirenden Fundamental- 
gleichungen ganze Zahlen sind, ohne dass sie zum Auftreten von T;Ogarithmen 
in ihrer Umgebung Veranlassung geben. Dagegen seien a^, singulare 

Punkte, in welchen sich sammtliche Integrale verzweigen, und fiir welche 
nicht die Differenzen zweier Wurzeln einer determinirenden Fundamental- 
gleichung ganze Zahlen sind. 

1st nun 

(2.) « = Po?/ + P,2/'+- + Pn-.y'"-", 

iii8] WO P„, Pj, . . ., rationale Functionen von x bedeuten, so geniigt « 
einer linearen Differentialgleichung 7t^'‘ . (Irdnung 

(3.) (7„jf + C'jM'H h (4“'“’ = 0 

derselben Klasse mit (l.), welche ebenfalls die singularen Punkte 

cj, , . . . , Z>j, • • . , 

besitzt, und deren Integrale denselben Fundamentalsubstitutionon 
zugehoren, welchen die Integrale von (l.) unterworfen sind. 

Wir wollen jetzt zeigen, dass wir die rationalen Functionen 
-Po> -Po •••) so wahlen konnen, dass die Gleichung (3.) ilber- 
haupt dieselben singularen Punkte wie (l.) besitzt, und dass die 
realen Theile der Wurzeln der auf a^, ..., beziiglichen de- 

terminirenden Fundamentalgleichungen zwischen Null und der 
negativen Einheit enthalten sind. 


8, 422, Band I dieser Ausgahe. R. F. 
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Wir konnen zunachst duxch eine Substitution der Form 


wo die Grossen Null oder positive ganze Zablen sind, aus (l.) 

eine DitFerentialgleichung in w herstellen von der Bescbatfenheit, dass die 
Wurzebi der zu geborigen determinirenden Fundamentalgleichungen 

in ihren realen Theilen positiv sind. Wir setzen demnach voraus, dass schon 
die Gleicbung (l.) diese Eigenscbaft babe. 

Sei nunmebr m^ — 1 die bocbste ganze Zabl, welcbe in den realen Tbeilen 
der Wurzeln der zu geborigen determinirenden Fundamentalgleicbungen 
entbalten ist, alsdann werde 

(5-) U(x) = — 

gesetzt. 

Sei ferner 



wo ..., cp„_,(a;) nocb naber zu bestimmende ganze rationale Func- 

tionen bedeuten. 

Wir wollen alsdann in Gleicbung (2.) fiir P^{x) die durcb die Gleicbung 
(7.) bestimmten rationalen Functionen setzen. 


Bezeicbnen wir mit die Wurzeln der zu einem Punkte a ge- 

horigen determinirenden Fundamentalgleichung, wo a aus der Eeibe 
entnommen ist, und mit y^iy^i ■■■lyn das bezuglich zugeborige Fundamental- 
system von Integralen der Gleicbung (1.). Sei ferner diejenige der [1119 
Grossen J',, J'j, • • deren realer Tbeil die bocbste ganze Zabl m — l (die 
oben dem Punkte a zugeordnet worden) entbalt. Wird von Null ver- 



.^scbieden angenommen, so gehort welches aus (2.) durcb die Substitution 
y^ erbalten wird, zu einem Exponenten, dessen realer Tbeil zwischen 
1 und der negativen Einbeit gelegen ist. Moge der reale Tbeil von 
grosste ganze Zabl ?w — 1 — entbalten eine positive ganze Zabl oder 
1) und sei 
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SO woUen wir <p„, so einrichten, (lass 








WenEm diesen Gleicliungen successive a — 2, .i, genei/.i wna, 

wir fur A. = 0 n-1 Gleichungeii fiir die Unbekanutcii -fj//), 

Ebenso erhalten wir fiir A = 1 n-i GUudmngeu fiir dir I 
„ /^^ „ /■n (ft\‘ m (n^. w(a) 'i>. .{(()» t'hl'nsii liir A 2 


so ^('ortinrt , ilass 




so Eefern die Gleichungen (9.) deiuuucli fiir die i iilH'k.tutitt'U 

(a), 


I 1 * '^1 ^ ‘ • t M 


iiu Gauzen — i) Gleichungen. Da di(? .\n'/.uhl der I iiin’kanuten g!t i(.li 
p^n ist, so sind die Gleichungen immcr erfiillhar. 

Dieselbe Schlussweise bleibt fiir jeden der singnliinni Pimkte a, giiltig. 
ii 2 o] Sei 

(10.) (pi(a:) = (ic- 0, 


V h+i cif,’ 

s = s« s. 
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worin Cj® willkurliche Grossen, positive ganze Zahlen bedeuten. Nach 
dem Zusammenhange, welcher aus der Theorie der Zerlegung einer rationalen 
Punction in Partialbriiche zwischen den Grossen und den Werthen 
sicli ergiebt, folgt daber, dass auch cp^’C^a) ^ ^ 

a = l, 2, ...jP willkiirlicli vorgeschrieben werden diirfen. 1st daber ^ 
mindestens so gross als der bocbste Index I der im Gleicbungssystem (9.) fur 
a ~ auftretenden Grossen cp^ (a J, so ergiebt sicb demnacb, dass wir stets 
n ganze rationale Functionen (PiCic), • • •, von der Be- 

schaffenbeit angeben konnen, dass «?*(«„) den 

Gleicbungen geniigt, die sicb aus (9.) fur a = ergeben, 

Tvenn p^.^ fur den singularen Punkt dieselbe Bedeutung bat wie 
oben allgemein p^ fiir den singularen Punkt a. 

Da die Wurzeln der zu geborigen determinirenden Fundamental- 
gleicbungen sicb nicbt um ganze Zablen unterscbeiden, und da die boberen Ab- 
leitungen <p®(«a), die nocb nicbt im Gleicbungssystem (9.) (fiir a = 
auftreten, ebenfalls willkurlicb wablbar bleiben, so ergiebt sicb, dass daber 
•••) ’loci'- so gewablt werden konnen, dass in (dem Ee- 

sultat der Substitution von fiir y in (2.)) nicbt bobere Potenzen von 
00 — verscbwinden, als es die Gleicbungen (9.) erfordem, so dass die realen 
Tbeile der Wurzeln der sammtlicben zu a^, geborigen determinirenden 

Fundamentalgleicbungen bei der Gleicbung (3.) zwiscben Null und der nega- 
tiven Einbeit liegen. 

Hiermit ist das am Eingange dieser Nummer ausgesprocbene Theorem 
bewiesen. 

Fiir den Fall, dass bei Gleicbung (l.) unter den Wurzeln der zu ge- 
horigen determinirenden Fundamentalgleicbung eine solcbe sicb befindet , deren 
realer Tbeil ganzzablig, also unter den Wurzeln der entsprecbenden Funda- 
mentalgleicbung bei (3.) eine solcbe, deren realer Tbeil Null, wenden wir 
auf Gleicbung (3.) die Substitution 

( 11 .) u = {x — a^f^{x — a^f^...{x — a^)^^w 

an, wo eine reale positive zwiscben Null und Eins gelegene Grosse be- 
deutet, von der Bescbaffenbeit, dass >'q 2 — ®aj •••) nocb immer [nai 

zwiscben Null und der negativen Einbeit gelegene reale Tbeile baben, wabrend 
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die Null ist, falls sich unter den Wurzeln der zu gehorigen determi- 
nirenden Fundamentalgleicliung bei (3.) nicht eine solche befindet, deren 
realex Tbeil Null*). 

Sei wiederum die Fundamentalsubstitution der Integrale der (ileichung 
(1.), welche dem TJmlaufe um entspricht 


^ 9 lit • • M 9in^ 






* t Unn * 


so ist dieses aucb die Fundamentalsubstitution der Integrale der (jlcieliuiig 
(3.), welcbe demselben Umlauf entspricht, wahrend die Integrale der (ihuchung 
in VO (die aus (3.) durch die Substitution (11.) hervorgeht) fur denselhen Uin- 
lauf der Substitution 


Oi/.n 




B' 




\3{L 


j'Jn 


unterliegen, wo j — e 

Es sind aber auf Gleichung (3.) oder die Differentialgleiehung 
fur w die Relationen (S.), (S'.) und ('i'.) unmittelhar anwendbar, aus 
welchen sich alsdann die Beziehungen flir die Substitutionscoiiffi- 
cienten bei Gleichung (1.) ergeben. 


3. 

Die Gleichungen (S'.) und ('!.) re})rasentiren Relaticjnen /Avisclu'ii d(‘n 
Coefficienten der Fundamentalsubstitutionen der integrale und 

den bestimmten Integralen der Form 


( 1 .) 

4 ? = 





( 2 .) 


/ x^r^yjix. 



a,. 


*) Siehe Abh. S. 208 1). 


1) S. 449, Band I dieser Ansgahe. E. F. 
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(3-) 
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GO 




M. 


- 2Tciv.. 


geniigen, wo den Factor bedentet, mit welcbem bei einem nnr um die 
Punkte a,, vollzogenen Umlauf multiplicirt wird, und die Grossen [1122 
^-/a ganze ZaUen oder iSTull bezeichnen. Die Ausdrucke J!f, bedeuten 
in den Gleichungen (3.) und (4.) bez. die Integrale 


/•"i /•% 

I x°-r^.j.dx, I x'^C^dx 


erstreckt langs des von iiber a,, a., fiihrenden Schnittes, und zwar 

auf demjenigen Ufer desselben, welches dem Ufer gegeniibeiiiegt, langs dessen 
die Integrale fiir ft = 1, 2, (»-l vollzogen sind. 

Setzen wir in Gleichung (B.) y = 7 ).^, multipliciren dieselbe mit ic®, und 
integriren zwischen den Grenzen so erhalten wir mit Eilcksicht darauf, 

dass die realen Theile der Wurzeln der zu gehorigen determi- 

nirenden Fundamentalgleichungen zwischen Null und der negativen Einheit 
gelegen sind, durch wiederholte Anwendung der theilweisen Integration 


GO 


C 




Ebenso ergiebt die Integration von (C.), nachdem wir 3 = Q gesetzt und mit 
x" multiplicirt haben, 


(60 


[x’']S-A^x = 0. 


Die Grossen [x^]^ und [ 3 ;“]^ sind, wie aus No. 1 hervorgeht, ganze rationale 
Functionen von x vom Grade Jt(x — 1)4-0. 

Wird successive a = 0, 1, 2, ... in (5.) und (6.) gesetzt, so ergiebt 
sich das Resultat: Sammtliche Grossen lassen sich durch 

Tifl) J(^) fifi-i 

^y.Q } ^7.1 f * • ^ 

und sammtliche Grossen Hlf durch 

Tr(,«) jnr(^) 7T.>) 

■^■AO ) -^-Al 1 •••! ■‘^■A.nK-D-l 

linear und homogen darstellen. 
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Aus dem Vorhergeheuden ergiebt sich, dass die Coeftioienten der Fanda- 

, . • j Tv, 4 -^rrr 5 .ip Yi Y .71 veiTOittelst der Gleichungeii 

mentalsTibstitutionen der Integrale t),, . • & 

(S'.) mit den Grossen 7?.’. . = 0, 1. 2, -nd den Para- 

Ltem del Differentialgleiohnng (B.) algebraisch wbunden smd. /wechen 

den Grossen Jl" H*" bestehen ubeidies die Gleiobungen (3.) und (1.) voxiger 

Nnmmex, dexerlnell gleioh 2»-(r-l) (namiich fur a = o, 1. 2. . ... r-x-lj-l, 

X = 1,2, . nhd die im Allgemeinen 2«'<.(<.-3) Gleielnmgeii rei.rdsentirende 

Gleichung (T.). t ,• , 

.,«1 Indem ixii- nns vorbehalten, anf diese lleiationon, ihre Rednot.on imd 

ihie Anwendnngen bei anderex Gelegenlieit niibei einsugidu-n, bes.-bnlnken 

wil nns hiei daiauf, noch die Rechnnngen fiir » = I niiil n ==■ 2 auszufuliren. 

Es sei 

1. H = 1. 

(1.) [2/]i = F(x)ij' + — 0, 

(2.) W. = 1- F^_M + F'(®)l ^ + F(t) z' 0. 

Sei 




IK 


Ih 


/O', ; '"-'’.'C;;. = — — 1 4- -- ! , ; I 

'll'ix) x-a, X~a^ X~l>, ■' f>-. 

wo die realenTheile von po^tiv kleiner als Hius, mid 

ganze Zahlen bedeuten. Dann ist 


(4.) 




-ll; 


(5.) C = f ' ^ '• 

Bezeichnen wir mit v]„, C„ das zu gchurige hitegrai licz. der C ilcichiuigen 
(1.) nnd (2.), so ist 
( 6 .) 


Ti **"■' ^tu s 


i (If * 1 


■■■■ 2 ( 

und es wird nach einem Umlaufe von »• urn Vj und , In*/,, lu r,/* 
und iibergehen. Auf der rceliten Seite der (ilcicSmng (S.) haben 

b und c den Werth Eins. 

Es wird ferner 


x — tt ^ dz 


X — a 


(7-) 


u = 
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und (S'.) und (T'.) nehmen die Form an 


15a 


( 8 .) 

(9.) 


I dx I daUyii 




Sin Tia, 


>+i 


^^(U+i r^v+i 

I dx I daTIr^i = 0, 

WO 5 aiis C durch Vertauschiing von x mit a hervorgeht. 

Betracliten wir den besonderen Fall, dass die Gleiobung (1.) mit ihrer 
adjungirten iibereinstimmt. Hierzu ist nothwendig nnd hinreichend, dass 

(10-) F^_,{x) = iF'(x). 

Es fallen alsdann die Punkte 6^, weg, und es wird [1124 


= i- 


Die Gleichungen (l.) und (2.) werden; 


(la.) 

(2a.) 

Ferner ist 
(4a.) 

(5a.) 


F(x)^'+iF'(x)i, = 0 , 

F(x)F + jF'(x)^ = 0. 


^ = 
C = 


\Pm’ 

^ 

\/W)’ 


(7a.) 

rr_ l\F'{x)-F'(a)] 

+ ± 

rF(*)-F(«)i 

2 L 

x-a \ 

dx 

x — a J 

(8a.) 

/•%+! 

1 dx j 

da~=: 

U 

__ • 


VF(a=)VF(a) 

(9a.) 

r^ux i 

^Cby+l 

da—:=z 

u 

_ = 0 


\lF{^)SF{a) 


Die ■ Gleichungen (8a.), (9a.) sind unter Bexiicksichtigung der abweichenden Be- 
zeicbnungsweise vollkommen iibereinstimmend mit den von Herrn Weierstkass*) 

*) Programm des Braunsberger Gymnasiums, August 1849, No. 1, Glgn. (4.) nnd (3.) b- 


1) Mathematisclie Werk© von Karl Weierstrass, Bd. I (1894), S. 114 nnd 117. B. F. 
Fuclis, mathera, Werke. IH. 
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fax die PeiiodicitatemodnliL dex hypereffiptiaoheu Integxale aufeesteUten Be- 
lationen, wie ich schon in Abh, S. 177-) angemexkt babe. 

11. w = 2. 

In diesem Falle ist 

_ ...a -»-l / \ •rr/.aA -a' » V "gg?; A 

( 11 .) 

(12.) U^-\ 


Cfjjl \ - 

rF., -_«(*) - 

(1 

F,^.Ax)F{x)-FU^)Fm 

x — oi J 

dx 

X'-‘ a j 


d* 

dx^ 

x-- a J 


in Bezug anf jede dex Variablen a; und « vom ( 2 t-'. 0 “” Grade. 
1125 ] Ans No.- 1 Gleichung ( 14 .) folgt 


( 13 .) 


( 14 .) 

Daher ist 


( 15 .) 



hiK 

— - A ’ 

J'"’ = 

bj>,, 

' A 


KK 

AT' = 

ICIS) 

‘ , f 

A'“' 

^aj 

AT' = 

Am) 

1 


■ J 

AT' 

AT>, 


A = 

-KK- 


I (11) - 

fh\ 

4'‘‘> st:,: 

__ A, - g„ 

1, - 

X-K ’ 

J I. 2 






At 


1<2I) 


= 


-yir 


//u 

fhl 


K-K’ 


A, — A, 


Bei dieser Bechnung ist zu beriicksiclitigcn, dass A^, A^ der ( lUdehiuig 

( 16 .) A*— (ifn + i^ax) ^ ™ 

geniigen, und dass 

(l"^.) 9n9%i 9it9ii ~ )• 

*) Vergl. meine Arbeit in Ceei.les Journal, Bd. 6(!, S. 13.3’). 


1) S. 415 und 416, Band I dieser Ansgabe. K. P. 

2) Al)li. Tt, S. 172, Band I dieser Ansgabe. B. P, 
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Die Gleichungen (S'.) werden daher, wenn wir 
(18.) / da; daUrj^i, = 


setzen : 


(19.) 







p — 

2'n:t 



(^i-i)(i2-i) 


— 27ri 

Pis. 

-^12 

(^.-i)(i-i) 

P 

— 2x2 

Psi. 

-t 21 

(A,-1)(A,-1) 

P 

2Tci 

[Pn 

-*■22 

(^-i)(i.-i) 


Sei z. B. 

(20-) [2/]i = a:(l-a:)t/‘“+ [}/-(« + ^ + 1) a;] 2/'—/3a2/ 

Wir setzen 


= 0 . 


(21.) 1-y = y-u-§ = 05-/3 = 

also 

(22.) }/=!-()„ a = |(l-p„-(),+ pJ, /3 = i(l-«>o-«>|-P.)- 

Substituiren wir 

(23.) y = + 

so geht (20.) liber in 

(20a.) +2F{x)F'{oo)'uf -Y A^u = 0, 


[1126 


Bei dieser Gelegenheit mdge ein Eechenfehler angemerkt werden, der sich in dem Beispiele Ablu 
S. 211^) eingeschliclien hat. Aus den dortigen Gleichungen (15.) ergeben sicb nicht die Gleicbungen (16.) 
bis (16a.), da bei der dortigen Bestimmung von Ci, Ca (S. 210) und Cat, Cuz (S- 211) 

und 

Kj Cz] = -[%,Ci] 

(cf. Abb. S. 192— 194 2)) sein muss, und demgemass aus der fiir dieses Beispiel biernacb abzuandernden 
Ol. (J.) sicb nur == 1 ergiebt®). 


1) S. 463, Band I dieser Ansgabe. E. F. 

2) Ebenda S. 431—434. E. F. 

3) Vgl. die Anmerkung 2), S. 456, Band I dieser Ansgabe. E. F. 
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wenn wir 
( 24 .) 


F{x) = x{x-l), 

(26.) A. - A(i-5:)(!t-i)’+i(i-c;)^’+ii’+ri+<':-(':iJ'W 


setzen, 


Die Wurzeln der deteminirenden Fundamentalgleichung bei ( 20 a.) sind 


fiir iS = 0 : J"(ii — ~ t (po + ^) » ^os » 


!:»•„ = — t(Pi+1), J'ls — * (Pi ^) 


12 

2 YO J ' 


l + io.. »• 


A _ ‘ o . 
2 * ro’ 


' 01 

X = 1 : ‘-n 
X — cx>: r^i 

Setzen wir voraus, dass 9^, 9,j 9, positive Orossen sind, kleiner als Dins, 
so liegen zwischen 0 und —1, dagegen zwiscdien 1 und 2. 

In unserem Beispiele ist 

(12a.) U = i [ 17 -qI+q\- qW - 0 (1 - p’) ('^ + «)• 

1127] Die zn ( 20 a.) adjungirte Differentialgleichung lautct 
^ 26 .) F (xf w“’ + 2 F(x) F' (x) 0 w = 0 , 

dieselbe ist also mit (20a.) identiscli. 

Es ist demnach 

( 27 .) C, = C, = 

wo ■/],, 7j^ bez. C,, Cj das zu a; = 00 zugehorigc Fundamcutalsystom von In- 
tegralen der Gleichung (20.) bez. (20.) bedcuten, nnd (!h ist 

( = 'C’l 

(^^•) ) m«) T'.'O 

' " i« • 

Die Gleichung (5.) No. 3 lautet in unserem HeispiGi^; 


( 29 .) 


[a(a- 1) (a;- 1)’ + 2 (a; - 1) (2a: - 1) a + r,,_ dx 


0 . 


Demnach ist in unserem Falle folglich nacli (il. (2S.) auch 
Jfff linear durch Jl''’, ausdruckbar, wie es naoli No. O erforderlieh ist. 

Aft aO / /.I ' 

Bezeichnen wir mit 

„( 0 ) „( 0 ), 


S. 
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und mit 

_ (9xl9il 

bez. die zu a; = 0 und x = \ gehorige Fundamentalsubstitution von vj,, so 
ergeben die Gleichungen (19.), wenn wir 



(30.) 

(31.) 

und 

(32.) 

setzen : 


(33.) 


(34.) 


f dx f daUri.^t^t = P^’, 

J dx J daUriy_i)i = 




2sin*^ 

a 

Tzi 
2 sin® 

a 


= — «„ 


= — a, 


/ = «„(?1“.'-1), 

^ J’S’ = ««(^i?-l), 

/ I’ll’ = «i(5f“,’-l), 

\ pu) _ ^ gW 

I -1-12 

I’ll’ = 

' -Pll’ = ‘^i(/il’-l)- 


[1128 


In den Ausdrucken (30.) und (31.) bedeuten Functionen von «, die aus 

7),, Tjj durch Vertauscbung von x mit a hervoxgeben. 

Nach dem Obigen sind die linken Seiten der Gleicbungen (33.) und (34.) 
homogene Functionen zweiten Grades der Grossen; 


f\,dx, f 

•^00 *^00 


Xrl^ dx, 




J Kg 2UR THEOBIE EER LINEA.REN BIFFEREISTIALGLEICHCiKGEH. 

Man wurde, wie wir nebenbei bemerken, wenn man in die Gleicbungen 
(33.), (34.) die bekannten Ausdrucke von tq,, vermittelst bestimmter In- 
tegrate substitnirt, aus diesen Gleichnngen die Fundamentalaubstitutionen in 
der bekannten Form durch EunERsche Integrate (Gammafunctionen) darstetten 
konneu. 


ANMEKKIJNGEK.. 


1) Anderungen gogon das Original 

Es wurde gesetzt: 

S. 142, Gleicliung (B.) F(x)^ statt F(x), 

Zeile 4 v. u. wurde hinter gans^e ratieitale Inuirtifui 
„ 151, „ 10 V. u. ist »ha!)cn< Iiinzugefugt, 

„ 155, „ 10 s>Wir setzen^ statt »Hetzi*n wir«, 

in den Gleicliungen der Fussnotci w statt <»#. 

2) Zu dem S. 146, Zeile 6 v. u. ff. angegcdtenen Satze ist zu iienu'rki’U. tiasH dl* filfit'-hiiis/ i:'» i \m <liit liier 

angegebenen Verfaliren niclit in den Stellen niit der Gleirlmnr i I.i inzir liraiirlit, 

dass vielmebr durch die ganzen rationalen Funrtiomui andi-re ‘’•■ti'llfii lin/aitreten 

konnen. It. I*'. 
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NOTE ZU DER IM BANDE 83, P. 13 sqq. DIESES JOURNALS 
ENTHALTENEN ARBEIT: SUE QUELQUES PROPRIETIES ETC.; 
EXTRAIT D’UNE LETTRE ADRESSEE A M. HERMITE^) 

(Journal fiir die reine nnd angewandte Mathematik, Bd. 112, 1893, S. 156—164.) 


Die folgende Notiz entEalt einige Aiisfiilirungen der in meinem an [156 
Herrn Hekmite gerichteten Briefe (d. J., Bd. 83, p. 13 sqq. ^)) sHzzirten Grund- 
lage der Modulfunction, wie ich sie in meinen Vorlesungen zu geben pflege. 
Zur Mittbeilung derselben werde ich nicht nur durch das allgemeine Interesse, 
welches gegenwartig die Theorie der Modulfunctionen gefunden, veranlasst, 
■ sondern auch weil das von mir angewendete Verfahren einer Verallgemeinerung 
fahig ist zur Entscheidung der Frage, wann die durch Umkehrung von Quo- 
tienten von Integralen linearer Differentialgleichungen entstehenden Functionen 
eindeutig werden. 

Die oben citirte Arbeit aus dem 83. Bande dieses Journals werde ich 
der Kiirze halber mit dem Zeichen B. citiren. 


1 . 


Wie in B. sei 
(!•) = 
und es werde 
( 2 .) 


/‘ 

^ c\ 


dij 


«/)(«-«/) ’ 


^2 


=r 


dy 


1 \/2/(2/-1)(m-2/)' 


H = ^ 


1) Ahh. XXIV, S. 85 ff., Band II dieser Ansgabe. E. P, 





welcher \,-q, geniigen, daselbst durch die Relationen ( B.), (('Oj (K-) ‘lebnirt 
worden sind. Ferner sei 


Die Begrenzung F der T"-Ebene bestebt aus < 
(0, 1, oo) und aus einem urn m = 0 bescbriebeu 
(Siebe Fig. 1.) 

Figurl. 2"-Kl»cne. 



Wir wollen diese Begrenzung mit HiiKe der Gleichung (2a,) auf die 
H-Ebene abbilden. (Siebe Eig. 2.) 

In dem Theile (oo, «, 1) von T gilt fiir die Gleicbung 


(4.) H. = ^A, 

wenn wir 

(4a.) ^ = _[s-^(M) + log- 


setzen. (Siebe B. p, 24, Gl. (3.)^).) 

VondenmeWeutigenAus- 
driicken log—, log(«-l) und q 
logM in den Gleicbungen (1.), ^ 

(2.), (3.) von B. p. 244) konnen 

wir einen, z. B. log — , wiUkiir- - i ^ Ji 

. . ^ \ #7 

lich fixiren, wabrend die beiden -li 

anderen alsdann durch stetige „.• y ' ^ 

F ortsetzung von in T' sicb ^ ^ 

von selbst bestimmen. J 

Es sei daher log — langs Gi 

(oo,a,l) real gewablt, so sind j 

A und fur dieses Intervall - Vi \ ' 

ebenfalls real, well (s. B. p. 1 6 ^)) 

folglicb aucb H^(«#) filr reale Wertbe von u real ist. Aus der Gleicbung 


du L 


vl^u{u-l) 


(s. B. p. 18 Gl. (C.) tind p. 20®)) ergiebt sicb, dass langs (oo, 05 , l) stets 
positiv ist, weil nacb B. p. 16 GL (3.)®) dieselbe Eigenscbaft bat. 

Wabrend also u die Babn (oo, 05 , 1 ) durcbwandert, nimmt fortwabrend ab. 
Fiir «# == oo ist ein positiver unendlicb grosser Wertb, wabrend fur 
u — 1 verscbwindet (s. B. p. 23 Gleicbung (i3.)^)). 

1) S. 97, Band 11 dieser Ausgabe. R. F. 

2) Ebenda S. 88. R. F. 

8) Ebenda 8. 90 nnd S. 93 Gl. (D.). R. F. 

4) Ebenda S, 96, R. F. 

Fu chs, raatbem, Werke. III. 
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NOTE ZU DEE AEBEIT XXIV. 






Es entspreclien sich also die Punkte der Bahnen (oo, «, i) von 
u und (oo, 0) {g in Fig. 2) im positiven Theile der realen H-Axe 

gegenseitig eindeutig. 

Fiir den Theil (2, «, 1) der realen ^-Axe gilt neben der Gleichung (4.) 
auch die Gleicbung 

TL _ 

( 6 .) ^^0 = ’ 

(s. B. p. 24 Gl. (2.)^)). 

159 ] Da folgHcb aucb B^{u) fiir reale Werthe von real ist (s. B. p. I6“j), 
und da h“, wie oben gezeigt, in dem genannten Intervallc real ist, so ergiobt 
die Gleicbung (6.), dass wir langs (2, «, 1) den Ausdnu-.k log(«-l) real 
annehmen miissen. Setzen wir log(2«-l) langs cines Halbki-eises iiin = 1 
von der Strecke (2, «, 1) nach der Strecke (!,!?,<)) fort, so winl in letztercr 

Strecke 

(6a.) log (w "■ 1) “ (1 — b 

wo (log(l-w)) real zu nehmen ist. 

Sei 

( 7 .) li = — [i/,(w) + (log (1 — «))1) 

so ist langs (1, O) 

( 8 .) ~ 

Nach B. p. 23 Gl. (^.y) ist fiir u = (», B == o, imtl fiVr u - i, B -a... 

Nun ist 

^ I '’■» = ’ - 

liii (lit v„. un-u)rt. 


(s. B. p. 17 Gl. (B.), p. 20 Gl. (D.)*)). Ks wird also zwischfn 1 luul o 
positiv bleiben und daher B ununterbrochen von > bis a abnohmau, 
wahrend u die Bahn (1, (5, O) beschreibt. 

Aus der Gleicbung (8.) ergiebt sicb daber, dass in dirr H-Fduaie cincn 
nacb der positiven Seite gelegenen Halbkrois 2 mit deni Radius ) um den 
Punkt (0, — j) beschreibt, wahrend u die Bahn (l,/3, o) durcbliiufl. 

1) S. 97, Band II dieser Anegabe. E. E. 

a) Ebonda S. 88. E. F. 

8) Ebenda 8, 96. B. P. 

4) Ebenda 8. 89 nnd S. 98. B, F. 
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Die Punkte der Bahnen (1, /3, 0) und C entspreclien sich gegen- 
seitig eindeutig. 

Fur die Bahn (l, |3, 0) gilt neben (8.) uoch die Gleicbuug 

(9) H = -S'o(u)-logu 

^ " 7r + iK(M)-logM]’ 

(s. B. p. 24 Gl. (l.)i)). 

Sei 

(10.) S;(«.)-log« = «(7, 


so wird aus der Gleicbuug (9.): 


(9a.) 


Ho = 


C 

l + iC‘ 


Da im reciprokeu Werthe vou nach Gleicbuug (8.) der Coefficieut von i 
constant sein muss, so ist erforderlicb , dass log^^ langs (1, j3, 0) real [i6o 
gewablt werde. Den Wertb von logu langs der Strecke (0, y, 1) erbalten 
wir, indem wir diese Function langs eines um u = 0 fiibrenden Elreises von. 
der Seite (l, jS, 0) nacb der Seite (0, y, 1) fortsetzen, also (logw) — 2Tri, wo 
(logw) real ist. Demnacb ist fur die Babn (0, y, l) 


( 11 .) 
Nun ist 
(5b.) 




C + 2i 
-1 + iO' 


^ = i = 1 

du X du\v^,J m(m — 1) ’ 


(s. B. p. 20 Gl. (10.)^)). 

Da logM auf der Babn (1, |3, 0) real ist, so ist C ebenso wie auf 

dO 

derselben Strecke real, und es ist zwiscben 0 und 1 fortwabrend negativ. 
Nacb B. p. 23 Gl. (/3.)^) ist fur = 0 tf = 1, also nacb Gleicbuug (9a.) 
C = 0. Ebenso folgt daraus, dass fur u = 0 = —z, fiir denselben Wertb 

von u C = oo. Es nimmt daber C ununterbrocben von oo bis 0 ab, 
wabrend u die Strecke (0, y, 1) durcblauft. Die Gleicbuug (11.) lebrt daber, 
dass Hjj in der H-Ebene einen nacb der positiven Seite der realen Axe ge- 
legenen Halbkreis M mit dem Radius -f- um den Punkt (0, — f) bescbreibt, 


1) S. 97, Band H dieser Ansgabe. R. F. 

2) Ebenda S. 93. R. F. 

3) Ebenda S. 96. R. F. 
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wahrend m die Bahn (0, y, l) durcBlauft. Die Punkte der Bahnen ((», y, i) 
und SJi entspreclieii einander gegenseitig eindeutig. Wenn u die 
Strecke ( 1 , S, oo) zuriicklegt, so gilt fur wieder die Gleiclumg 

(4b.) H. = -i[jS.(«) + l»gi} 

WShiend lang» («.,«,!), log^ ><>g ,r 

langs eines urn m = oo fiihrenden Kreises von der ^Seitc ( x., «, l) nacli der 
Seite (l,S,oo) fiir diese Function langs (l,«>,oo) zu dem Werthe (log + 
wo wiederum (log^) real ist. Die Gleichung (4b.) wird daher nuch (llei- 

chung (4 a.) 

(4c.) H,:=^~A-2i. 

Da nach dem Obigen A real ist und fortwiihrend waeliHend von 0 bis 

oo sich bewegt, wahrend u die Bahn (1,#, oo) beHchn-iitt, h<j wird deiimach 

H die im Abstande -2 zur realen H-Axe purallele tunl nuch der poHitivtm 
0 

i6i] Seite derselben bis ins Unendliehe verlanfendt! gcrmiliuige Ihilin //' (lurch- 
wandern, wahrend m den Weg (1, d', aj) be.schreibt. 

DiePunkte dieser Bahnen entsi>recin:ii sich wicdcnnit gegen- 
seitig eindeutig. 

Beschreibt endlich v den Kreis .f unit ilcia itncudlicli grnssru Hudiiis R, 
so durchlauft nach Gleichung (4 c.) cine Balm, wcldic dun h dio < ilciclmng 

(12.) H„ = - I - *1 log 2 -f- 2 iti ~ log /,* •?. f ’ 




dargestellt wird, wenn u — ■ lii 

Wenn 9 von 0 bis 27 : gcht, .so bcschrcihl in uuciid!ir!i urn- juni- 
tiven Abstande von dem Nullpunkte d<‘r H -Hl>ciic. niiiulich 
Parallele h zur lateralen H-Axc, von if bcginiiciid und in // i niliu'i uii. 


Wir wollen das von den Linien //, 2)1, ubgcgn u/tc (icliict tier 

H-Ebene mit G„ bezeichnen. 

Den Werthen M der T'-Ebene, deren Modal sehr gross, cntspnadicn nach 
den Gleichungen (4b.) und (12.) Werthe innerluilb in klcincni Ah- 



. note ZU dee ARBEIT XXIV. 165 

stande von h, s. B. p. 24^), tind es findet zwiscKen diesen Werthen die 
Gleichung 

(1-) i = 

U ‘ ' 

statt, wo <p(gr) eine nach positiven ganzen Potenzen von q fortsclixeitende 
Reihe bedeutet (s. B. p. 25 Gl. (2.)^). 

Setzen wir die durcb die Gleichung (1.) deiiniite Function u von H in 
der nach der positiven Seite der realen Axe gelegenen Halbebene der Variablen 
H gemass der Gleichung 

('2') 3'^ _ “(m — 1)^1 

dH n 

fort, so konnen wir fur einen endlichen, ausserhalb der lateralen Axe ge- 
legenen Werth von H nicht zu einem der Werthe « = 0 , 1, cx) gelangen, da 
•gemass der Gleichung 

(3.) H = 

welche sich mit der functionalen Beziehung (2.) deckt, fiir «# = 0, u = 1 [162 
auf die laterale Axe entfallt , und fur u = 00 der Punkt H ent- 
weder ebenfalls auf die laterale H-Axe entfallt oder nach der positiven Seite 
der realen Axe ins Unendliche riickt (s. B. p. 23®)). 

Wir konnen aber bei der Fortsetzung nach Gleichung (2.) fiir einen end- 
lichen ausserhalb der lateralen Axe gelegenen Werth von H auch nicht zu 
einem von « = 0, 1, 00 verschiedenen Werth u = a gelangen, fiir den 7 ]^ = 0. 
Denn da fiir u = cc bekanntlich nicht zugleich = 0 sein konnte, so miisste 
fiir zi = a, H unendlich werden. 

Dem hundamentaltheorem der Theorie der Differentialgleichungen zu 
Folge wild daher u eine ’eindeutige Function von H in dem ganzen 
Gebiete der letzter en Variablen sein, welches nach der positiven 
Seite der realen Axe gelegen ist (s. B. p. 26^)). 

Das Gebiet der Variablen u, welches durch die so definirte 
Function u von H als Abbildung des Gebietes hergeleitet wird, 
bedeckt die ganze T'-Ebene. 


1) S. 97, Band II dieser Ansgabe. R. P. 

2) Bbenda S. 99. R. P. 

s) Ebenda 8. 96 nnd 97. E. P. 

4) Ebenda S. 100. B. P. 
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NOTE ZU DEE ABBEIT XXXV. 


Denn ware ein Theil U der T -Ebene von dieser Abbildung ausgeschlossen, 
so kdnnte seine Begrenzung F nicht Punkten des Inneren von entsprechen, 
weil in der Umgebung jeder Stelle H' im Inneren von die Function u 

eindeutig, endlicb und stetig ist, also der Umgebung von = H' die voile 
Umgebung des entsprechenden Punktes u = u entspreclien wiirde. 

Wegen der Eindeutigkeit der Function u von H in G^ karm abcr tt fur 
eine Stelle H' auf g, S, 3k, g' nur zu dem einen Wertbc u resp. der 'I'hcile 
(oo,a,l), 0), (0, y, d, co) der realen Axe gelangon, wolclier bei der 

obigen Construction des Gebietes G^ den Werth lieferte. Fur Punkte 
auf h miisste aber u unendlich gross sein. Demnucb miisste dit? Begrenzung 
F von U, so weit sie sich im Endlichen befindet, aus I'lndlen der realen 
u-Axe bestehen. Da aber die Coefficienten der Reihen li {/(), //^(«) 

real sind, so ergeben die Gleichungen (4.) und (ic,.) v(u-igtn' Xuinnu'r, dass 
in der Nahe des Theiles (l, oo) der realen tt-Axc zu b(!id<‘u Seiten die 
zugehorigen Werthe im Inneren von G^, und zwar resp. von g und //' 
gelegen sind. Ebenso ergeben die Gleichungen (8.) und (M.) voriger Nunmu'r, 
dass in der Nahe des Theiles (0,1) der realen ti-Axi.' zu hi'iden Stnten 
die zugehorigen Werthe von im Inneren von G^ resp. an V, 'M gelegen 
sind. 

163] Demnach kann es kein Gebiet U der Varial)Ien u geben, weh-hes bei 
der Abbildung von G^ vermittelst der eindeutigen I’linction « voti H aiis- 
geschlossen ist. 

Die Abbildung des Gebietes G^ vermittelst dm- Function n 
von H auf die «<-Ebene bedeckt dieselbe nur cinfacli. 

Dieses folgt daraus, dass nach den Grundsatzen der 'I'lu'oric der lincurca 
Differentialgleichungen die Integrale der Gleichung (:t.) Xo. i, fblglich auch 
in der T-Ebene eindeutige Functionen von u sind. 

Die Ebene T und das Gebiet G^ sind demnach couformc Ah- 
bildungen von einander. 


3. 

Irgend ein Zweig H hat die Form 

H = + 


( 1 -) 
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WO 1, ft, V, 9 reale ganze Zahlen sind, welcke der Bedingung 

( 2 .) Iq + = 1 

geniigen, iind wo iiberdies A, q imgerade Zahlen, ft, v gerade Zahlen hedeut'en. 

(B. p. 22^).) 

Da nach voriger Nummer alien Werthen u in T' nur Werthe mit 
positivem realen Theile entsprechen, so ergieht sich nach dem Satze (B. p. 24 ^), 
dass alle Werthe H nach der positiven Seite der realen H-Axe ge- 
legen sind. 

Da, wie schon ohen hemerkt, die Gleichungen (2.) und (3.) voriger 
Nummer dieselhe functionale Beziehnng ausdrucken, so ist eine Fort- 
setzung der fiir die Werthe H mit positivem realen Theile defi- 
nirten Function u vermittelst der Differentialgleichung (2.) voriger 
Nummer iiher die laterale H-Axe hinaus nicht moglich. 

Seien H nnd H' zwei verschiedene Zweige, nnd sei H durch die Gleichung 
(l.) gegehen, wahrend H' durch 


(I'O 


H' — g'H, 

A'+ft'tH„ 


definirt wird, wo wiederum A', ft', v', q' ganze Zahlen, welche der Gleichung 
(2'.) A'9'+ftV=l 


geniigen, und woven A', q' ungerade Zahlen, ft', v' gerade Zahlen sind. 

Fiir zwei verschiedene Werthe u — und u = kann wegen der [164 
Eindeutigkeit der Function u von H nicht sein. Es kann aher 

auch nicht 


(3.) H'K) = HK) 

sein. Denn aus (1.) und (T.) wiirde alsdann folgen 


(4.) 

HoKy + 

U — d L, , . 

II 

0 

(5.) 

(“•f) 

1 

II 

I'A (ii\ 

\yt S j 

\V% Q J 

[vi Q ) 


1) S. 95 xind 96, Band II dieser Ansgahe. R. P. 

2) Ehenda S. 97 nnd 98. R. P. 





NOTE ZU DEE AEailT XXIV. 


Aus (4.) eigiebt sich wegen 


aS + Py = 1 


\/4-(« + df. 


Nach. B. p. 22^) sind a, d ungerade Zahleu, p,y g«md(‘. Zuiilfii. Ks kann 
nicht a + d = 0 sein, weil sonst nach (6.) 

(8.) Py- 2 = (a-i)ia + l), 

was nicht moglich ist, da die rechte Seite (lurch I tlicilhur wilrc, die linke 
Seite aber nicht. Es hat also (a-i-Sf mindestens den Wcrth 4, daher liefert 
die Gleichung (7.) einen Werth auf der laterah'!! Axe. 

Die sammtlichen /jweigwcrthe H erfhlh'u daher in dcr H-Ebcitc Flache 
gebiete, welche nirgendwo ausserhalb dcr latcrali-n Axe Punkte 
gemeinschaftlich haben. 

Da wir aber bewiesen haben, duss jedcrii Ihaiktc H in dcr die positive 
Seite der xealen Axe enthaltenden Halbebciic Wcrtlic m cniHprccijcn , so er- 
fiillt die Gesammtheit der Zweigj* dicsc lialftchciic liickcjilos. 

Es rnussen daher an der lateralcn H-Axc i'd)cr alic (ii-fn/cn aliiicluneiide 
Flachentheile sich anhaufcn, welche Zwi igwcrthc von H darsiclhui. 


A K ME UK VS a. 


1) S. 95, Band II diesw Au«gaho. It. h\ 


Anderung gegen das Original 
Es wurde gesetzt: 

S. 168, Gleiciiung (7.) recliter Hand ^4 


Hiatt \ •! iif 4- d f . 
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tySEE LINEAEE DIFFEEENTIALGLEICHUNGEN, 

WELCHE VON PAEAMETEEN UNABHANGIGE SUBSTITUTIONS- 

GEUPPEN BESITZEN. 

(I. Theil, Einleitung xuid No. 1 — 4, SitzxmgsbericMe der Kouigl. prsnssischen Akademie 
der Wissenschaften zu Berlin, 1893, XLV, S. 975 — 988; vorgetragen am 16. November; 
ausgegeben am 23. November 1893. II. Tbeil, No. 5 — 8, Sitznngsbericbte, 1894, XLH, 
S. 1117 — 1127; vorgetragen am 1, November; ausgegeben am 8. November 1894.) 


Die folgende Notiz schliesst sich der Eeihe von Arbeiten fiber lineare [975 
DiiFerentialgleichnngen an, "welche icb in den Sitzungsberichten veroffentlicbt 
babe, insbesondere an die Notizen vom. Jahre 1888, S. 1273^); 1892, S. 157®) 
und 1113®), worin icb eine Kategorie von linearen Diiferentialgleicbungen in 
die Untersucbung eingeffibrt babe, deren Integrate sicb bei beliebigen Um- 
laufen der nnabbangigen Variabeln unabbangig von gewissen in den Coeffi- 
cienten der Differ entialgleicbungen auftretenden Parametern andern, und deren 
Zusammenbang mit einer Ellasse simultaner partieller Differentialgleicbungen 
icb insbesondere in der Notiz von 1892, S. 157®) untersucbt babe. Die gegen- 
wartige Note dient zur Vorbereitung ffir weitere an die bezeicbnete Kategorie 
von Differentialgleicbungen sicb anscbliessende functionentbeoretiscbe Folge- 
rungen. 

In der Notiz von 1892, S. 1118 — 1120^) babe icb nacbgewiesen, wie man 
jeder bnearen Differentialgleicbung, fiir vrelcbe die Wurzeln der determi- 
nirenden Fundamentalgleicbung nicbt um ganze Zablen verscbieden sind, eine 

1 ) Abb, LIV, S. 15 ff. dieses Bandes. E. F. 

2) AbE. LIX, S. 117 ff. dieses Bandes. E. F. 

8) Abb. LX, S. 141 ff. dieses Bandes. E. P. 

4 ) Ebenda S, 146—149. E. F. 
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JYQ • USER LUfEARE DIFFEEENTIALQtBlCHUNOKN. 

Diffeientialgleichung derselben Klasse zuordnen kam, bei welcher der rede 
Theil dieser Wurzeln seinem absoluten Werthe Each die EiBheit Eicht iiber- 
schreitet. Die gegenwartige Note enthalt eine Kr^iizuEg zn dicKcm Satze, 
fiir den Fall, dass jene Wuizeln anch um ganze Zahltm verschied<ni sind. 
Ich babe dieselbe Mer aufgenommen, weil sich duvou hei dev I'litiTsudumg 
der Anzahl der singularen Stellen einer Differentialgleichuiig der in der Cber- 
schrift bezeichneten Kategorie mit Vorthcil (iebraiudi niacheit liis.st. 

1 . 

Zunachst wollen wir einige Satze aufstelkn, welche auf allgejiiciiw lineare 
Differentialgleichungen Bezug haben. 

Es seien die Coefficienten der DiffcrentialgleiclmiiK : 


976] (1.) 


ff'tj . d""*!/ 




0 


drc" dx" 

in der Umgebnng eines singularen Punktes a voii der (ii'stalt: 

(2.) Ih = *), 

■WO P;i eine nach positiven ganzen Potenzen von .r— « fortHehn’itt'ude llcihe 
bedeutet, und r = q eine f^-fache Wumd der determinireiiden Funditinental- 
gleichung : 

(3.) r(r — l)(r-2)...{r-n + l) + I\(a)r(r~l},..(r-ti i 2 ) » f Pjh\ --- 0 , 

ferner entsprechenden Kleinente tniien zu a gehurigen Kundu- 

mentalsystems , so dass 

(4.) z= (x — «)<■' l/fjg + 'f*, i! + • • • 4- 'f 1 , 

wo die hochste Potenz des in aviftrctenden LogarithmuH, luudi posi- 
tiven ganzen Potenzen fortschreitende Eeihen bedtniten, weldit! nicht Hitnunt- 
lich. fur a; = a verschwinden, und: 

(S.) t = log(x-«) 

gesetzt worden ist**). 

*) Ceelles Journal, Bd. 68, S. 860, Gl. (3.)>). 

**) Ebenda S. 364 2), 


1) Abh. YU, S. 212, Band I dieser Ausgabe, %, P, 
>) Ebenda S. 216. B. P. 
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Es seien nunmehr Qj(a;), ^^(35),..., Q„_i(^) noch zu bestimmende gauze 
lationale Eunctionen von aj, nnd sei: 

(6;) “ = ^0 (*)«/+ + + 

Setzen wir: 

C^O Tio+'Pii^^ !■ = /"(Or 

so ist: 

(8.) yi, = {x-ayf{t), 

nnd es exgiebt sich: 


Hierin bedeutet die a*® Ableitug von f{t) nach t und f^{t) eine ganze 

rationale Function von t, deren Coefficienten nach ganzen positiven Potenzen 
von x — a fortschreitende Eeihen sind. 

Setzen wir in (6.) y und bezeichnen den zugehorigen Werth von u 

mit so wird demgemass: 


( 10 .) u, = ix-ay[F(Q,x)m + (0 + ^ 


[977 




V?0: 


( 11 .) 


F{q, x) = Q,(x) + Q,(x) ^ + Q^(x) ?'+■•• + Q„-M S 
d'^F(Q,x) 


F^-(q,x) 


69“ 


und g(t) eine wie f^{t) beschaffene Function ist. 

Es seien nunmehr die Coefficienten von ■ -j QnS^) 

stimmt, dass die ganze rationale Function von r: 

(12.) Fir, a) = e„(a) + Q,ia)r + Q,ia)r^ + - + ^_,(a)r«-‘ 

den Linearfaktor r — Q genau (?ra + l)-fach enthalt, dagegen aber fur keine 
andere Wurzel der Gleichung (3) verschwindet. Dann ist f (i), ..., 
identisch Null, wahrend 

Fig, a) = 0, ..., F«(9,a) = 0. 


(13.) 


22 * 
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Es ist 
( 14 .) 

Wir konnen die noch unbestimmten Coefficienten von 

Qa{x), Qiix), Qn-i¥) 

stets so waklen, dass , + l auch genan der Exponent ist, zu welchem 

u u n • u ehOxeii. , * « , . v , 

1 st r I a eine von e verschiedene Wur/el der (ileicimng (:K) und C em 

entspreckendes Element des m a gekorigen Fundamentalsysterns, so ist unserer 
Voraussetzung nach. nicht gleichzeitig 

F(o,a) = 0 , F'{o,a) = 0 , . . «) = 

Bezeichnen wir demnach mit das llesultut der Sul)stitnti<.u C in (Jlei- 
ckung ( 6 .), so gehort v nock immer zurn Expouenteu o. 

Es seien diejenigen Wurzeln der Gleickung (n.), w.dche vou riner be- 
stimmten Wurzel 7\ derselben um ganze Zaklen vcrschiedfii sind, derart in 
Gruppen vertkeilt, dass in jeder Gruppe gleiche 'S\ nr/.elu sitdi bctnnleu. Dio 
Gruppe R entkalte die Wurzel r. ^^-fack, die Grupp.- k’. die Wur/.el r~g^ 
^ -fack n.°s. w., die Gruppe E, die Wurzel wo di.. (irimsen // 

positive ganze Zaklen bedeuten, weleke Hiuumtlicli v«m .Null verK.daeden smd 
und mit dem Index anwachsen. Dann gitiht es i-in <ier (iruppe out- 

spicchGndcs SystGiii voii Iiitcgnikni : 

{a) Viv 




978] welche zurn Exponentcn r-g. gekdren und so iH'sehutfen sind. .lass incht 
dnrch eine lineare Combination dersellxm mit Integruleii lioh< r*'r l'.\|>oueutei) 
ein anderes zu r^-g^ gekoriges System mit einer geriugeivii Aiizahl vou Klt-- 
menten erkalten werden kann, wilhrend jedes uiidere Integral, welrhes zurn 
Exponenten r^-g^ gehort, sick durch dus System («.) mid Intrgrale ludierer 
Exponenten linear ausdrlicken liisst*). 


Wenn umgekehrt: 






*) Cbelles Journal, Bd. 68, S. 855 *). 


1) Akh.Vir, S. 206—207, Band I diewr Anigabi. E, F. 
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ein System von Integralen ist, welche zu einer Wurzel der Gleichung 

(3.) als Exponenten gehoren, und wenn das System (ji.) nicht dnrch. eine 
lineare Combination seiner Elemente mit Integralen boherer Exponenten anf 
ein anderes ebenfalls zu r^—g^ geboriges System mit einer geringeren Anzabl 
von Elementen zuriickgefuhrt werden kann, wabrend jedes andere Integral, 
Welches zum Exponenten r^—g^^ gebort, sicb durcb das System (/3.) imd In- 
tegrale boberer Exponenten linear ausdriicken lasst, so ist r^—g^ eine ^-facbe 
Wurzel der Gleicbung (3.). Denn ware eine g'-facbe Wurzel und q cp, 

so miisste nacb dem eben citirten Satze das System (/S.) sicb durcb eine ge- 
ringere Anzabl von Elementen ausdriicken lassen. 

Es moge nunmehr aus Gleicbung (6.) der Differentialgleicbung: 

(15-) ® 

geniigen. Wir setzen in (6.) an die Stelle von y successive die Elemente des 
Systems (a.) und bezeicbnen die Besultate mit: 

(j'-) \v • • •' “Xfia’ 

Moge die oben mit q bezeicbnete Wurzel der Gleicbung (3.) jetzt: 

(16.) Q = ^t-9i 

sein, und Q,, so bestimmt werden, dass F{r,a) [Gleicbung (12.)] 

den Linearfactor genau fi^-facb entbalt. Alsdann geboren die In- 

tegrale des Systems: 

W «12> •••> “i,., 

zum Exponenten wabrend fiir das System (y.) zum Exponenten 

gebort. 

Die Elemente eines Systems (y.) fiir A =(= 0 steben aber weder unter ein- 
ander nocb mit den Integralen eines anderen Systems in linearer Beziebung, 
wenn die Gleicbung (1.) irreductibel ist. Dasselbe gilt fiir A = 0, 
wenn g^>l^ 

Die zvl X = a geborige determinirende Fundamentalgleicbung 
fiir die Gleicbung (15.) besitzt also die Wurzeln: 

(s.) r^, + r^-g^, 

resp. fi,, ..., ;t^-facb, wenn g^> 1. 


[979 
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1st ^ 1—1 > 1, SO sei: 

//. N -n , -n Au , 

(6a.) « = + + + 

wo JR„, 22j, ..., ganze rationale Functionen sind, welche so bestimmt 
werden, dass: 

(12a.) F,{r, a) = ii„(a) + i2,(«)r + - + J7„_,(«)r’-' 

den Linearfactox genau enthalt. Alsdann ergiebt sich, 

wie oben, dass die Wurzeln der zu a gehorigen determinirenden Fundamental- 
gleichnng fiir die Diiferentialgleichung; 


(15a.) 

welcber v aus (6a.) geniigt: 


d^v ^ d”“' 


- + --- + .9„r = 0, 


(®'-) + 2, 

und zwar genau resp. ft., ft,, . . ., ft,-fach sind. 

Wiederbolen wir den Process (6.), (Ca.),..., so ergiebt .sich: 

Wir konnen eine mit (1.) zu dorselben Klusse gehdrige Diffe- 
rentialgleichung aufstellen, bei welcber die von uni gauze 
Zahlen verschiedenen Wurzeln der zu a gebdrigeu determiniren- 
den Fundamentalgleichung: 

sind und resp. ft„, ft,, ft,, ..., ft^-facb uuftreten. 

iederholen wii denselben Proces.s an den (truppen, d(‘r(m ItepriLsen- 
tanten r sind, .so gelangen wir zu einer mit (1.) zu der- 

selben Klasse gehorigen Differentialgleichung, dtn-en zu a -(‘hr.rige determi- 
nirende Fundamentalgleichung die Wurzeln: 


(>]•) 


’•e r,-l, r,-2, ..., r. 


resp. fi^, ft,, ft^, fi,^-fach hat, wiihrend die iibrigen Wurztdu dit'ser (iUdelmng 
nut denjenigen Wurzeln der Gleichung (:l) ubereinstimmmi , die nicht von r, 
um ganze Zahlen verschieden sind. 

Der Process, durch welchen von einer Differentialgleichung zu einer 
anderen derselben Klasse iihergegangen wird, ist so l)eschaffen, dass die In- 


USER LINEARE DIFFEEENTULGLEICHUNGEN. 


175 


tBgralG d6r letztsreu niclit an eiiiGr endliciieii St6lle, welclie von den singu- 
laxen Punkten der ersteren verschieden ist, unendlicli werden konnen. Da die 
Integrale der letzteren sick aber auch nickt an einer von den singularen 
Punkten der ersteren abweichenden Stelle verzweigen konnen, so konnen in 
der letzteren Differentialgleickung nur ausserwesentlick singulare Stellen [980 
hinzutreten (ausserwesentlich in dem Sinne, dass die Integrale in ibnen weder 
unendlich werden, noch sick verzweigen*)). 

Die Punctionsreiben Q„, Q^, ..., JR^, .j, u. s. w., die wir 

bei den auf den singularen Punkt a beziiglicben Transformationen anwenden, 
konnen wir nun so wahlen, dass die zu alien von a verschiedenen wesentlicb 
singularen Stellen der transformirten Differentialgleickung geborigen determi- 
nirenden Fundamentalgleicbungen dieselben bleiben, wie die zu denselben 
Stellen geborigen determinirenden Fundamentalgleicbungen fur die Glei- 
chung ( 3 .). 

Indem wir nun fur alle wesentlicb singularen Stellen den Transformations- 
process ausfiihren, gelangen wir zu folgendem Eesultat: 

Es giebt stets eine mit(l.)zu derselben Klasse geborige Diffe- 
rentialgleicbung von folgender Beschaffenbeit: 

Es sei a irgend ein im Endlichen gelegener wesentlicb 
singularer Punkt, diejenigen Wurzeln der zu- 

gehorigen determinirenden Fundamentalgleichung, die 
(A.) sich nicht um ganze Zahlen von einander unterscbeiden. 
Der Complex der von um ganze Zablen (Null) ver- 
schiedenen Wurzeln derselben Gleichung bat dann die 
Gestalt: 

r^-2, r^-v, 

worin v hochstens den Werth n — \ erhalten kann. 

Dieser Satz bildet eine Erganzung zu einem Satze, welchen ich bei 
friiberer Gelegenheit aufgestellt babe**). 

*) Siehe Ckelles Journal, Bd. 68, S. 378 >). 

**) Siehe Sitzungsherichte 1892, S. 1118—1120“). 


1) Abb. VII, S. 232, Band I dieser Ansgabe R. F, 

2) Abb. LX, S. 146 — 149 dieses Bandes. R. F. 





CBBE UNEAEE DIFFBBENTIALGt.ElCHUNCiKK. 

. - x. „ «r»i/.>*PT diese Figenschaft aukommt 

DifferentialgleicFtrag, weicher aim*, x. 5 

drw , ^ = C), 

del singularen Punkte deiselben, und seten wir: 


wodoich die Gleichmg ( 11 .)“' 

d^w , ^ ft\ 

rnria \ 


uWeM. Wir Mnnen Bach dem ohigen The„,e.„ durcl, die Tra„rf„„„a«OB: 

fhp .. , 

W = iw + ,{I <{r ' ■ 

n * ino'C- TI M 7/ niiiouiilt* von eine mit 

(17a.) i!U deiselben Klnssc gehOrige I)iir,-r.-nt,algle„ tm„B: 

(20.) + 

von del Art herstellon. .lass die ™ sruundliehe.. ,„li, l, yyliina. Sldlen 
gehoiigen detorminirenden F„BdaB,enlalglei.'l..mseB d..- un .Salae I \.) mge- 



angewendet, so verwantlelt sit- sifh ui; 

X r o,.\ « ... ; /'u iir M. 

( 17 b.) ^ <fe'‘ ‘ ■* 

Diese Gleichung gehdrt mil {17a,) also a.u li mil (l-.l 

selbeu Klasse und besit.t die im Theorem (A.l ange.ehen.- Imgmi- 
schaft fur sammtlichc wesentlit-h singulilre iTu.kt- den tiu. udlicli 

fexnen Punkt eingeschlossen. 


Es habe: 


f-jny 

,S" + ■ 


die Eigenschaft, dass die Fundamentiilsubstitiiticmeii iliiei Inti'grah’ viiu emom 
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in den Coefficienten auftretenden Parameter t unabh.angig sind*). 

Alsdann giebt es ein Fundamentalsystem von Integralen ••■lyn 

selben, welches der Gleichnng: 

(2.) = A,2/ + A.y'+-+A„_.2/<"-“ 

geniigt, wo rationale Functionen von x und 2/* = -|^ be- 

deuten**). 

1st a einer der singularen Punkte von (1.) nnd geht nach einem Umlanfe 
nm a y^ iiber in: 

(3.) y* = «iiyi + ai2«/, + ;-- + ai«yn> (fc = 1,2, 

SO sind unserer Voraussetzung gemass die Grossen von t nnabhangig, 
daher anch die Wurzeln der Fundamentalgleichung ***) 


von t nnabhangig. 

Sei T'],, vjj, ••.,■»)„ das zu a gehorige Fundamentalsystem, so ist: 

(5.) % = Ci,y, + Cs,y, + --- + Cfe,y„. (fc = 1,2, ...,«) 

Die Coefficienten c konnen von t nnabhangig gewahlt Werdent). 
Wir wollen nnnmehr voranssetzen, dass die Integrale der Gleichnng (1.) 
■hberall bestimmte Werthe haben, dass also: 


( 4 .) 




( 6 .) 




*) Siehe Sitzungsberichte 1888, S. 1278 ff. und Sitzungsbericbte 1892, S. 158 
**) Sitzungsbericbte 1888, S. 12782). 

***) Crelles Journal, Bd. 66, S. 132, Gl. (6.)"*). 
f) Siehe Sitzungsbericbte 1892, S. 163^). 


1) Abh. LIV, S. 20 ff. und Abh. LIX, S. 118 ff. dieses Bandee. E. F, 

2) Abb. LIV, S. 20 dieses Bandes. E. F. 

3) Abb. VI, S. 171, Band I dieser Ausgabe. R- F. 

4) Abb. LIX, S. 124 dieses Bandes. E. F. 

Fncbs, matbem. Werke. III. 
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WO 

t^a;) = (a: - Oj) Gg) 

und eine ganze rationale Function — 1)*®“ Grades*). 

Alsdann sind zwar die Wurzeln der Gleichung (4.) o)j, to,, o)^ von t 

unabhangig, aber da -^logw^ nur bis auf eine additive ganze Zabl bestimuit 
ist, so ist das System der Exponenten, zu welchen die durcb die Gleichung 
(5.) bestimmten Integrale gehoren, nicht nothwendig mit dem Systeme 
der Wurzeln der determinirenden Fundamentalgleichung**): 

(7.) y(r-l)(»--2)...(r-n + l) + Fj_,(a)»-(r-l)(r-2).„(r-M + 2) + ”- + F„(g_,>(a) = 0 

ilbereinstimmend. Ist eine Wurzel der Gleichung (7.), welche sich nicht 
von einer anderen Wurzel um eine ganze Zahl unterscheidet, so ist unter 
den Integralen (5.) eines vorhanden, welches zum Exponenten hat. Wenn 
aber von einer anderen Wurzel der Gleichung (7.) um eine von Null ver- 
schiedene ganze Zahl abweicht, so ist es nicht erforderlich , dass einen Ex- 
ponenten fiir ein Element von (5.) darstellt. 

Wir wollen daher unter stets das Fundamentalsystem ver- 

stehen, dessen Exponenten sich mit den Wurzeln der Gleichung (7.) decken 
(wie wir dasselbe***) beschrieben haben). 

983] Setzen wir nun: 

(8.) 2/ifc = + + ••• + %„ (ft = 

so sind im Allgemeinen Functionen von t. 


3. 


Wir heben nunmehr aus den Differentialgleichungen 


(!•) 


dx^ 


-1 1-A2/ = 0, 


deren Integrale von einem Parameter t unabhangige Substitutionscofficienten 
besitzen, folgende Kategorie hervor: 


*) Ckelles Journal, Bd. 66, S. 146, Gl. (12.) *). 
**) Ebenda S. 147, Gl. (15.)>). 

***) Ebenda Bd. 68, S. 355“). 


1) Abh. TE, S. 186, Band I dieser Ausgabo. B. F. 

2) Ebenda S. 188. B. F. 

s) Abb. VII, S. 206—207, Band I dieser Ansgabe. B. F. 
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(a) Es sollen die Integrale derselben iiberall bestimmte Werthe erbalten, 

die Coefficienten demnach die in Gleicbung (6.) voriger Nummer angefabrte 
Form haben. Hierbei soUen von t unabbangig sein, dagegen 

a = i werden. 

Q 

(b) Sei a ein beliebiger singularex Punkt, y ein Element des zugebofigen 
Fundamentalsystems von Integralen, r die entsprecbende Wurzel der determi- 
nirenden Fundamentalgleicbung, so dass; 

y — (x- ay [cp„ + log {x — a) + (log («-«))“+•■• + (log (x — a))”].* 

Es sollen cpj, in der Umgebung eines willkiirlicben Wertbes 

von t nacb ganzen positiven Potenzen von x — a und entwickelbar sein. 

Dass es Differentialgleicbungen giebt, welcbe den Forderungen (a) nnd 
(b) Geniige leisten, dafiir bieten diejenigen Differentialgleicbungen Beispiele 
dar, denen die Periodicitatsmoduln der AsELScben Integrale Geniige leisten*). 
Sei fur ein Integral der Gleicbung (l.): 

(2.) y = {x- dy [cp„ + tp, log {x-a) + <pj(log (x - a)y + • • • + ?„(log (x - a))“] , 

wo a einer der Punkte a^, ..., und cp^, ..., nicbt sammtlicb Null 
und nicbt unendiicb fiir einen willkiirlicben Wertb von so ist nacb der 
Voraussetzung (b): 

(3.) ^ = (x - ay log (x- a) + ^,(log («-«))'+ ••• + 'K(log (*-«))”]> 

Ou 

wo ^ 0 , 'I'l) •••» fib' it: = « und einen willkiirlicben Wertb von i nicbt un- 
endiicb werden. 

4. [9^4- 

Wenn die Differentialgleicbung (l.) No. 2 die Eigenscbaft bat, dass die 
Fundamentalsubstitutionen ibrer Integrale von einem in ibren Coefficienten 
auftretenden Parameter unabbangig sind, so bat jede Differentialgleicbung 
derselben Klasse die gleicbe Eigenscbaft. Hat die Differentialgleicbung (1.) 
No. 2 iiberdies die Eigenscbaft (b) No. 3, so bebalt die Differentialgleicbung 

*) Vergl. Crelles Journal, Bd. 71, S. 118 und Bd. 73, S. 329; Sitzungsberichte 1888, S. 1286; 1889, 
S. 713; 1890, S. 21>). . 

1) Abh. vni, 8. 270 und Al)h. Sm, S. 8d9, Baud I dieser Ansgabe j Abh. LIV, S. 30, 35 und 49 dieses Bandes. E. F. 
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ar «, welche durch eine Transformation der Form (6.) No. 1 erhalten rriid, 
dieselbe Eigenschaft (b) No. 3. 

■Wir konnen daber Toraussetzen, dass die DifFerentialgleichung (1.) No. 2; 


( 1 .) 




0 


dx” 

sowoU in Bemg auf die im EndUchen gelegenen wirHich singuiaren Punkte, 
aU auch in Bezng auf cr = « die im Theorem (A.) No. 1 angegebene Eigen- 

schaft besitzt. „ 

Seien n , rj , . . i). die Elemente des ru einem mrUich singuiaren Punkte 

0 gehdrigen ^n&mentalsystems, r„ r,. ...,r. die entsprechenden Wuraein der 

determinirenden. FuiidatneiitalgleicliuBg, und sci 2/^? ^ you 

Fundamentalintegralen von (l.)? welches der Gleiclmng (2*) No, 2: 


dy 

dt 


j4o ^ + -4, y' + * • * + 


in-l) 


(k 1,2,..., n) 


( 2 -) 

geniigt. Setzen wii: 

(3.) Vk — fiiti’li + e*,Tj, + ■• • + e*,.r,„, 

in (2.) ein und bezeichnen mit die Ableitung von nacji sowic mit A. 
die Hauptdeterminante von tq,, • • •) so erhalten wir uu.^! (2.): 

(4.) 

4T^i+ — + ®w^ti+«a-^ + ”‘ + ®in^i + ”, e.,r„ + -” + e,„r,„ 


wenn wir eine Determinante: 


a„ ... 

®ai • • • ®an 


^nl ®na • • • ^nn 


[®11 ®JJ ■ • • ®t"l 


knrz durch ihre erste Zeile: 

darstellen. 

98s] Aus (4.) ergiebt sich: 

(5.) AA„_, = [e;,7i.+ ••• + e„T,. 4 + 


+ d 


dti 


it 

^1* I 


nt 
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WO 

(6') S = •• •> ®ln]' 

Nun aber ist : 


(7.) + • •• + 


'+"- + et„-rin ”, •••, e„7ii + ”- + ei„7)J 


wo Aj, . . ., die Wertbe der Zahlenxeibe 1, 2, 3, ..., w annebmen. Es sind 
jedocb Aj, ..., A^ von einander verscMeden anzunebmen, wabrend A^ mit einer 
dieser Zablen zusammenfallen kann. Bezeicbnen wir daber mit S*" die Summe 
der Wurzeln der zu a geborigen determinirenden Fundamentalgleicbnng, so 
gebort das Product: 






zum Exponenten: 

( 8 .) 

Oder 

(9.) 



je nacbdem A^ von den Zablen der Eeibe K verscbieden ist oder 

mit einer derselben zusammenfallt. Andrerseits gebort A zum Exponenten: 


2^- 


Demnacb gebort: 

( 10 .) 


Ij 


n(n — l) *). 


\ ’ll" ‘’’ll"””---’!; 
_ 


zum Exponenten n — 1 oder zum Exponenten nacbdem A^ von 

A„, A., .... A„ verscbieden ist oder mit einer dieser Zablen zusammenfallt. 

2/ S' f n 

Da wegen der Voraussetzung (b.) No. 3 fiir einen von t unabbangigen 
singularen Punkt a mindestens zum Exponenten gebort, so gebort der Aus- 
druck : 

(11.) E = 


dt 


rt 


*) Siehe Crelles Journal, Bd. 66, S. 145 '). 

1) Abb. 71, S. 165, Band I dieger Ansgabe. R. F. 



USER LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 


986 ] mindestens zum Exponenten w-1 und ist in der Umgebung von 

a; = a eindeutig. 

Aus der Gleicbung (5.) oder: 

(6a.) A-. = 

und aus der Erwaguug, dass A,_, erne rationale Eunotion von x, also m der 
Umgebung von » = a eindeutig sein soli, ergiebt sich, dass dicjonigen 
Coefficlenten [<1,, «,r., eij verschwinden mussen, far welehe 


keine ganze Zahl ist. 

In den ubrig bleibenden Gliedern sind die Differenzen ihrem ab- 

soluten Werthe nacb nicbt grosser als w-1, weil unsere Gleichung ( 1 .) die 
im Theoreme (A.) vorausgesetzte Bescbaifenlieit hat. Baher gehoren in den 
zuriickbleibenden Gliedern die Allgemeinen zu positiven ganz- 

zahligen Exponenten. Ausgenommen ist ein Glied, fur ■svelchcs: 

( 12 .) = - («-!)• 

Bieser Fall kann nur eintreten, wenn die determinirendo luudatneutiilgUuc/hung 
die Wurzeln 1 , 2 , ..., — (w — 1 ) hat, und iiir die (.oiubiuiition. 

(13.) 1-1 = 1) l-u ~ 


Setzen wir in (1.): 




so mirde die Bifferentialgleichung fiir beim singuliircu Tuukte a die ZaliUsu 
ra_2, ..., 1, 0 als Wurzeln der determinirendi-u Funduinentalghdehung 
besitzen. Bie Hauptdeterminante der Bifferentialghdehuiig tiir n wiirdt' (Unn- 
nach fiir a; =>= a weder Null noch unendlich. Bie Cocfiicientun der i)iiit*rential- 
gleichung fiir w wiirden daher ebenfalls fiir x — a endlicli Ijltdheu, und tis 
wurde a iiberhaupt nicht mehr singularer Punkt sein, wenn nieht ilie Integralc 
in ihrer Entwickelung urn x = a Logarithmen enthiclten. 

Benken wir uns also aus ( 1 .) solche Punkte, welche durch die Hulistitution 
der Form (14.) beseitigt werden konnen, entfernt — wodurch die Natur der 
Gleichung ( 1 .) nicht geandert wird — so schliessen wir, dass (ier I'’ all ( 12 .) 


nur eintreten kann, wenn P 


XyXn , , , 


logarithmische Glieder enthiilt. Ba aber 
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in der Umgebung von a eindentig sein muss, so folgt, dass der Complex 
der beziigliclien Glieder in Gleichung (5a.) verscliwinden muss. 

Aus dem Vorhergebenden ergiebt sich. das Theorem; 

Die rationale Function von x wird fiir die nicht von 
(B.) t abhangigen singularen Punkte Null mindestens erster 
Ordnung. 

Fur den singularen Punkt a = t gehort ^ mindestens zum Expo- [987 
nenten >';i— 1, daher E mindestens zum Exponenten n — 2, es ist folglich, fiir 
n>2, auch Null fiir x = t, und fur n = 2 jedenfalls nicht unendlich. 

Fiir X = 00 setzen wir : 


(15.) 



Alsdann ergiebt dieselbe Eechnung wie die obige, dass fiir 

1 = 0 nicht unendlich wird. 

Es ist daher fiir x = 00 hochstens von der 2(»-l)*‘” Ord- 
nung unendlich. 

Anlangend die ausserwesentlich singularen Punkte, so kann die Trans- 
formation (6.) No. 1 so gewahlt werden, dass die Hauptdeterminante der In- 
tegrate der transformirten Gleichung in den durch die Transformation ent- 
standenen ausserwesentlich singularen Punkten /3 nur einfach verschwindet. 
Die auf einen solchen Punkt beziigliche determinirende Fundamentalgieichung 
hat dann die Wurzeln 0, 1, 2, . . ., n-2, Bei der Transformation (6a.) No. 1 
bleiben die singularen Punkte /3 und die zugehorigen determinirenden Funda- 
mentalgleichungen erhalten, wahrend neue ausserwesentlich singulare Punkte 
y eintreten, deren zugehorige determinirende Fundamentalgleichungen eben- 
faUs die Wurzeln 0, 1,2, ...,w-2,k sind. So weiter schliessend folgern wir, 
dass wir bei unserer Gleichung (1 .) voraussetzen dilrfen, dass zu alien ausser- 
wesentlich singularen Punkten derselben determinirende Fundamentalgleichungen 
mit den Wurzeln 0, 1, 2, . . ., w- 2, ra gehoren. 

Setzen wir in Gleichung (2.) fiir y successive 2/,, so ergiebt 

sich aus dem entstehenden Gleichungss 3 ’'stem : 


(16.) = Z*, (7c = l,2,...,«-l) 

worin Zj eine ganze Function von y ^1 ''^''^‘1 ihren Ableitungen nach 
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Sj/i ^Vn -nnd WO A die Hauptdetenninante von 2/jj, . . ., 

L D™ fe eL’en ^xwesentlich singulaxen Punkt nux erster Ordnung 
veischwindet, u.d da ..... -d ihxe Ablei^en naA sowie, wegen 

der Voraussetzung (b) JNo. 3, -gj- , gj > > at 

giebt sicb, dass . ^ 

Bx einen auaserwesentlich smgulLn Punkt hochatens erster Ordnuag unend- 

lich werden. 

988 ] Aus dem Vorbergehenden ergiebt sicb, dass; 


(17.) 




» %-X 


WO der Zabler .Z jedenfalls fiir die von t unabbangigen Wertbe ^ ^ 

mindestens erster Ordnung verscbwindet, wabrend der Nenner N nur fur die 
ausserwesentUcb singularen Punkte nnd zwar nicbt boherer als erster Ordnung 
verscbwinden kann. Da andererseits fur a; = 00 hochstens 2 (« - 1) ' Ord- 
nung unendlich ist, so ergiebt sicb; 

1st die Anzabl der ausserwesentlich singularen Punkte der 
Gleichung (1.) =ni, so ist: 

^18 ) Q ^ 2 ^ 4* — 1. 

Wenn die aus (6.), (6a.), . .. No. 1 resultirende Transformation so eingc- 
ricbtet werden konnte, dass keine ausserwesentlich singularc Htclle ('ingefiihit 
wiirde, alsdann trate an die Stelle der Ungleichung (18.) einc luighnchung 
der Form: 

(18a.) Q< 2 n-l. 

■Wiirden die Grossen [Gleichung (3.)] von t nnubhiingig werden, so 
wurde in Gleichung (5.) auf der rechten Seite nur das mit d multi plicirtc 
‘Glied verbleiben, und daher fur die p-l von t unabhiingigeu singularen 
Punkte n — i^ Ordnung verscbwinden, und es miisste dann, da in diesein 
Falle die Transformationen (6.), (6a.) u. s. w. No. 1 ubertliissig werden, und 
demnacb-m= 0 ware, sein: 

(w — 1 ) (9 — 1 ) ^ 2 » — 1 


d. b.: 
(18b.) 


3« — 2 
n — 1 
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5. 

Aes den Entwickelungen der vorigen Nummer exgiebt sicli der folgende Satz : 

Es seien in 

die Coefficienten so beschaffene rationale Functionen von x, dass 

die Integrale der Differentialgleichnng iiberall bestimmte W^erthe haben. Es 
werde uberdies vorausgesetzt, dass es ein Fundamentalsystem von Integralen 
derselben gebe, fur welches zugleich die Gleichung 

( 2 .) ^ = A,y + Ay'+- + A,_, y^^'^ 

befriedigt werde , wo t ein in p^i P^i • • - i Pn ^■o-ftretender Parameter und 
A, A,..., A rationale Functionen von x sind, und wo /’ = gesetzt 
ist. Sind alsdann die Differenzen der eine Gruppe bildenden Wurzeln einer 
zu einem singularen Punkte a gehorigen determinirenden lundamentalgleichung 
nicht grosser als n — 2, so verschwindet A^_ ^ fur x = a mindestens erster Ord- 
nung. Hierbei ist es fur w > 2 gleichgiiltig, ob a von t abhangig oder un- 
abhangig ist. Fiir n = 2 wird a, von t unabhangig vorausgesetzt. 

Wir wollen von diesem Satze einen neuen Beweis geben, welcher zu 
gleicher Zeit erkennen lasst, dass fiir sein Bestehen die Voraussetzung 
(b) in Nummmer (3.) iiberfliissig ist. 

Ist y irgend ein Integral der Gleichung (1.), so ist [ms 

(^•) = 

1st y^, ■■ -1 Vn Fundamentalsystem von Integralen der Gleichung (l.), 

welches zugleich die Gleichung (2.) befriedigt, und 


GO 


2^1 h Cg 2/2 “t " ■ ~i" 2/n J 


also 


(5.) 


^y 

dt 


0c, 


0C, 


dt 


dc, 

dt 






= ^y.+^y.+- + -^yn+c.-^ + c.-ii- + ■■■ + <=, 


dt 


dt 


dt 


so erhalten wir 


(6.) = P(^(y)), 

Fuchs, Tnathem. Werko. HI. 24 
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wo 


(7.) 
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A{y) = A2/ + ^2/'+ ■■■ + 


reihalten demnacli fiir ein willkiirlictes Integral der Gleichmig 
(1.) die Beziehung 


( 8 .) 




2. 




Seien nnnmehr r,., r,. die Elenrente ernes sum singulars Punkte » 

geMrigen Fnndamentalsystems. r,r„...,r, die entsprechenden Wnrzeln der 
za a gehorigen determinirenden Fundamentalgleichung, so ist 


( 9 .) 


^Pt „w-i) j. ^ + • • • + ri^ = 0. 

(jt 


F(A(r^,)) + ^r^r^ + -tfti 




BezeiclmeB w mit C„C„...,C„ ein Fundamentalsystem von Integralen 
det zu (1.) adjungirten Diffexentialgleichnng und zwar so, dass 


( 10 .) 


r _ f 1 -P (^1 » ^2 » • • • ’ . 


wo D{u^,u^, <iie Hanptdeteminante der Fnnctionen ^ nach 

der Variablen x bedenten soil, alsdann gehoren C^, C,, •••, C„ f.u dcu Expo- 

nenten — »'i + w — 1, — + 1, •••?— 

Ist p irgend eine Function von x, so ist bekanntlicli das allgemeine 
Integral der Gleicbung 

( 11 .) P(to)+p = 0 

1119 ] in der Form 

( 12 .) w = - Si vif J P Ci dx + 2. Pi -^u 

enthalten, wo y- von x unabbangige Grossen sind**). 

Setzen wir demnach 


( 13 .) 




*) Yergl. meine Arbeit, Ceelles Journal, Bd. 76, S. 1800- 

Siebe meine Arbeit, Annali di Matematica, Ser. 11,' Bd. 4, p. 37, Mai 1870 % untl bEOiiEMi^s, 
Ceelles Journal, Bd. 77, S. 256. 


1) Abb. XYI, S. 419, Band I dieser Ansgabe. E. E. 

2) Abb. X, S. 296, Band I dieser Ansgabe. E. P. 
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so ergiebt die Gleichung (9.) 

(14;.) +Sa^ia'*2a> (it = 1, 2, . . 

1 X 

wo Cj ^ von X unabbangig. 

Multipliciren wir die Gleichungen (14.) bez. mit C,, C,, C„ nnd addiren 
dieselben, so ergiebt sicb aus den Beziehungen 


(15.) 

( = 0, fur Xcw-l, 

j 1 

1 VI 

(16.) 

= 1*). 

1 

VI n. n n 

■^n—i Sft ^ka ^k 

11 11 


Ebe wir aus dieser Gleicbnng unsere Folgerungen zieben, scbieben wir 
bier die folgende Bemerkung ein. 

Substituiren wir in (l.) und (2.) 

( 17 ,) y = {x — afu, 

wo a einen der singularen Punkte, q eine beliebige von t unabbangige Grosse 
bedeutet, so erbalten wir 

(18.) ~ = B,u + B,u' + • ■■ + 

worin B^_^ im allgemeinen von A^, ..., A^_^ verscbiedene ratio- 

nale Functionen von x sind. 

Die Gruppe der durcb die Substitution (17.) aus (1.) erbaltenen Diffe- 
rentialgleicbung ist also ebenfalls von t unabbangig, und die Coefficienten 
der bocbsten Ableitungen nacb x in den Gleicbungen (2.) und (18.) sind 
■iib ereinstimmend. 

Bilden die Wurzeln der zu a geborigen determinirenden Fundamental- [nao 
gleicbung fiir die Integrale y, eine Gruppe . . ., so bilden die ent- 

sprecbenden Wurzeln der zu a geborigen determinirenden Fundamental- 
gleicbung filr die Integrale u, ebenfalls eine Gruppe 5 ^, 5^, . . ., und um- 
gekebrt. 


*) Siehe Feobentos, Ceelles Journal, Bd. 77, S. 248. 


24 * 
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Die Differenzeii entspxechender 
Werthe. 

Wir konnett demnack vorausse 
deternmiixendeD Fundamentalgleicki 
gaRzen Zakleii sind. ^ 

Weil die Integxale dex Gleichu 


Wturzeln dex sammtlickeii 
3re Gleickung ( 1 .) keine 


a nicht melix unend- 


wo eine xationale Fimction von. 
Eck wixd. 

Weil andexexseits die Wuxzeln s 
gleickungen von t nnabkangig sein 
Dakex ist fiix einen von t nnabhiingi 


Punkt 


nnd fiix einen von t abhiingigen sin| 


Demnach gekoxt minde«tens entwecU'^. 

Oder je naoMem a von t <mal.l.ano,f; 

ndndesteus zum Exponenten r.+ t im oieten u.,.l m 

Endlict goMrt P,C. mindostens vum Evp.menteM « .n 

ponenten w -2 im zweiten Fallc. ^ 

1121] Es ist demnach, wenn a von t untibbangig is , ( 01 

H n 


Bx x=- a gleich JNtiU. ist a you ^ 
selbe Ausdruck noch iminer fur x = 

»!*) Vergl. SitzungsbericMe, 25. Februar 1892, S. 192 *). 
Verd. Ckelles Journal, Bd. GO, 8. 155®). 


1) Akk. IIX, S. 123 dieses Bandos. B. F. 

2) Al)li.VI, S. 197, Band I dieser Ausgabe. 
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Da eine rationale Function von a: sein soli, so konnen in (16.) von 
den Gliedem nur solche verbleiben, welcbe zu einem. ganzzabligen 

Exponenten geboren, d. b. wo ganze Zablen bedenten. 

Da nun der Ausdruck zum Exponenten — 1 gebort, so folgt 

demnacb aus Gleicbung (16.): verscbwindet stets fiir a? = a, wenn a von 

t unabbangig und keine Differenz der eine Gruppe bildenden Wurzeln der 
zu a geborigen determinirenden Fundamentalgleicbung ibrem absoluten Wertbe 
nacb die Grosse 2 iiberscbreitet. Fiir > 2 verscbwindet unter denselben 
Umstanden fiir x = a, aucb wenn a von t abbangig ist. 

Hiermit ist der Eingangs dieser Nummer erwabnte Satz bewiesen. 

Wir erkennen zugleich, dass fiir x = a aucb dann verschwinden 
muss, wenn aucb die Differenzen absolut genommen den 

Wertb n — 2 iiberscbreiten, sobald die Glieder in Gleicbung 

(16.), welcbe zu einem verscbwindenden oder negativen Exponen- 
ten geboren, in dieser Gleicbung sicb wegbeben. 

Dieses tritt aber immer ein, wenn yj^Cj mit log (a:— a) bebaftet ist, weil 
A . eine rationale Function von x sein soil. 

n—1 

6 . 

Wenn die Differentialgleicbung 

(1.) P(y) — + = 0 

wieder die Eigenscbaft bat, dass die Substitutionsgruppe derselben von einem 
in den Coefficienten auftretenden Parameter t unabbangig ist, d. b. wenn 
ein Fundamentalsystem von Integralen derselben zugleicb die Gleicbung 

( 2 .) + + 

befriedigt, wo A^, ..., A^_j rationale Functionen von x sind, so geniigen*) 
A^, Aj, . . ., A^_j einem Systeme linearer Differentialgieicbungen, deren [1122 
Herleitung a. a. O. angedeutet worden ist. Wir wollen bier eine independente 
Darstellung dieser Differentialgieicbungen entwickeln. 

*) Siehe Sitzungsbericlite, 25 . Februar 1892 , S. 162 ^). 


1) Abb. LIX, S. 123 dieses Bandes. R. P. 



J0 Q XJBER lineare difeerentialgleichungen. 

Wir bUden dem Ende P(«), wo o beEebige Fnnctionen von * 
bedeuten, und eiMten 

( 9 .) P(„.) + 

wenn wir mit den oberen Accenten die Ableitnngen nacb a; und nut \ den 
^un Binomialcoefficienten vpn ^ bezeiclmen. 

Setzeu wir in (3.) v = y*\ u = so ergiebt sich 

(4.) P(^/0 = + 

y y^---^yn ein beliebiges Fundamentalsystem von Integralen der 
GleicbungVo* adjungirte Functionssystem , welches dutch 

die Gleichung 


= (-1) 


\n-k--k i>(y,,y<,, •••Ah-u yj+ v^iLiIil 
■D (j/i j 2/j) • ■ *1 y«) 


(s. vorige Nummer, Gleichung (10.)) detinirt ist, so sind die Ausdriicke 

(6.) s„^ = 2/i“^ + 2/»“^ + • • • + Vn^ 

ganze rationale Functionen der Grdssen p,, • • •) Pn ihrer 

Ableitnngen. 

Insbesondere ist = 0, wenn « + ^ < «■-!, und wcnn 

.a + ^ = n — l*). 

Substituiren wir nunmehr in (4.) successive /4, - • •? :V„ ^’ui' ‘!Ji multi- 

phciren die erhaltenen Gleichungen bez. mit ..., i,"’ und addiren die- 

selben, so folgt 

fl ^ 

(7.) J,i0rF(A„yf) = + 

1 0 

Aus (1.) folgt 


dt y ^ dt^ ^ ^ dt ^ 


*) Vergl. Frobenius, Crelles Journal, Bd, 77, S. 248-249. 
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Nach voriger Nummer Gleichung (8.) ist also; 
(9.) 


+ • •• + -ir 2/ 


dt 


dt 


= 0 . 
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Setzen wir in Gleichung (9.) fur y successive 2/i> 2/s) •• •> ?/«> multi- [ 112 s 
pliciren die entstehenden Gleichungen bez. roit und addiren 

die Resultate, so erbalten wir 


( 10 .) Q^{A,) + Q^{A,) + . . • + Q^iA„_,) + 


^Pt 

dt 


^n-t,n + 


dPi 

dt 


^«-s,u H 1" 


^Pn „ 
dt “f* 


= 0 . 


Fiir ft = 0, 1, 2, 1 repraseijtirt die Gleichung (10.) die indepen- 
dente Gestalt des Systems von linearen DifFerentialgleichungen, welchen 
.4^, 4.J, ..., als Functionen von x genxigen miissen. 


7. 

Tim in eine Discussion dieser Diiferentialgleichungen einzutreten, be- 
ginnen wir mit dem Falle w = 2. Wir konnen ohne die Allgemeinheit zu 
beeintrachtigen, wie a. a. O.*) hervorgehoben worden ist, den Coefficienten 
der ersten Ableitung gleich Nu.ll voraussetzen, und haben daher, wenn p^ 
mit —p bezeichnet wird, die Differentialgleichung 


dx^ 


py 


( 1 .) 

zu betrachten. 

Das System von Diiferentialgleichungen fur A^, A^ 
Falle**) 


(2.) 


dx^ 


■+2 


Ms. 

dx 


0 , 


lautet in unserem 


(3.) 


aM, 

dx^ 


+ 2^? 


Ml. 

dx 


+ p'A, = 


dp 

dt 


WO p' = gesetzt ist. 

Es sei a einer der singularen Punkte von (1.), so ist in unserem Falle 
Cl = — vjj, Cl = vii, und es liefert die Gleichung (16.) (No. 5) 


*) Sitzungsberichte, 25. Februar 1892, S. 163 '). 
**) Ebenda S. 163 


1) Ahh. LIX, S. 124 dieses Bandes. R. P. 

2) Ebenda S. 125. R. F. 
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(4.) A = -,:/f 

+ fea — "I" 

Differentiirea wir die Gleichung (2.) nach a; und subtraMren von dem 
Resnltate die mit 2 multiplicirte Gleichung ( 3 -)) so folgt 

0 . 


1 12 . 




'4] (6.) "a^ dx 

Wir schliessen hieran die folgende Bemerkung: 

Der Gleichung , 

. dw 


( 6 .) 


dx^ 


.4p^-2p'w 


0 


geniigt das Fundamentalsystem ^71^, -rjr,,- Sw ist sich sfdbst adjungirt 
und zwar so, dass gemass den Gleichungen (No. &) 

bez. einander zugeordnet sind. 

Wir warden also ans der Gleichung (5.), nacli dcju in (ileic.lunig (I2.) 
(No. 5) enthaltenen Satze, den Ausdruck (4.) fiir A, unmiiti-lbur crhulten 
konnen. 

Wir behandeln nunmehr den folgenden h’all: 

Von den singuliiren Punkten a, drr ( ilciclnnig (I.) seien 


..., von t unabhiingig, dagegen l-'iTiicr sci v<*ruusgt>Hetzt, 

dass fill- a; == a,, verschwinde und fiir x I nicht, UTHUidlich 

werde. Letzteres tritt allemal ein, wtum die Wur/.cln der zu dii'sen singu- 
laren Punkten gehorigen determinircmleu Kundamentiilgleiidiuiigeu uichf, um 
ganze Zahlen differiren. Aber aucli, wcnn fur <‘iui‘u dies.T i*uiilvt(> a <iie 
Wurzeln r^, sich um gauze Zahlen unters.-heiden , aber das zugehdrige 
Fundamentalsystem nicht von log (.'• — «) Irei ist, muss A, tiir x -■ (i ver- 
schwinden, wenn a von t unabhangig ist. Denn ist 
(7.) r,-r, = //, 

wo g eine positive ganze Zahl, so folgt aus dieser Ghuehung und ans d(‘r fiir 
jeden endlichen singuiaren Punkt der Gleichung (l.) bestelumden Beziidmng 


(8.) 

r, + r, = 1, 

(9.) 

{ 2r. = l + r/, 
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1 st nun 

( -n, == {x-afU^-a), 

( = {x-af^^,{x-a) + Yr^^log{x-a), 

wo ^jv^2 nach positiven ganzen Potenzen von x—a fortschreitende Reihen 
sind, die fur x = a nicht verschwinden, und y von Null verschieden, so 
mussen in Gleichung ( 4 .) die Glieder mit und mit Tj^ sich wegheben, da 
sie mit log(iC-a) bebaftet sind. Das Glied mit aber verscbwindet fur 
X — a. 

Aus Gleicbung ( 4 .) ergiebt sicb, dass Aj fur einen nicbt singularen [1125 
Punkt der Differentialgleicbung ( 1 .) nicbt unendlicb wird. Es ist daber 
eine ganze rationale Function, welcbe fur x = ver- 

scbwindet. 

Ist 7 )j, 7 )j das zu flj = 00 geborige Fundamentalsystem und ist 

1 ), = + 

WO und nacb ganzen positiven Potenzen von -- forts cbreitende Reiben 
bedeuten, welcbe filr a? = 06 nicbt verscbwinden , so ist 

(12.) s, + Sj = 1. 

In Gleicbung ( 4 .) werden die mit Integralen bebafteten Bestandtbeile fiir 
a; = 00 nicbt unendlicb, und die iibrigen Glieder beben sicb nur dann nicht 
beraus, wenn 2^^, 2^^ ganze Zahlen sind. Findet dieses nicht statt, so ist A, 
fur a; = 00 iiberhaupt nicht unendlicb. Sind aber und 2 s^ ganze Zahlen, 
so muss 

2s* =1 + 5', 

2Sx = l-^' 

sein, wo g eine positive ganze Zahl. 

Ist y in Gleicbung (11.) nicht Null, so beben sich die Glieder mit tQjY], 
und mit t]* beraus, und das Glied mit ■/)* wird fur x — a nicht unendlicb. 

Nur wenn y = 0 , kann in Gleichung ( 4 .) ein Glied vorkommen, welches 
fiir X = 00 von der + Oxdnung unendlich wird. In diesem Falle ist 

Fuchs, mathem. Werke. III. 25 
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rationale Function vom Gmde ^4-1. Da sie ] 
m muss, so ist 

^ — 1 <g' + 1 

+ 2 . 


Sei Z.B. g = 1, so ist ? < 3. 

Wix woUeu uutexsuchen, ob die Gleichung (5.) voriger Nummer dutch 

eiue gauze ratiouale Function 

A, == m(x~a,)(z-a,) = »i?W. 

wo m von z unabhangig, befriedigt werden kann. 

II2 6] In diesem Falle ist 


Substituiien wit den 'Werth von uus (;ieif!mng (I.) in die (ili'ichimg 


I ^, + ft+r=o. 

Da nicht gleichzeitig d und §>' verschwindcn , ho t:rgiebt nich aus den 
fiinf ersten Gleichungen; 
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<p(t) 

^^3 , (eta— «i)ft . ^”^3 — 0 

-ar+ <p(0 ?(0 

(2^-a.-a,) ^ ^ 

'i di 9(0 

Durch Integration der drei letzten dieser Gleichnngen erhalten wir. 
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(5.) 


^^1 , («i — Q^a) fit , _ 0 

dt 9(0 9(0 


( 6 .) 


/i _ 

Pi — ^ ^ f - a, ’ 

. _ I ^«3 

~ t-a. ^ ’ 




\ 


= 


r 

_ y 


2k t 


(7-) 


9(0 ^(0’ 

•vpo jij, y' von t unabhangige Grossen bedeuten. 

Ans den Gleichnngen (6.) nnd der letzten der Gleichnngen (4.) folgt: 
(a,-aOyi = -a^ — K^+a', 

(a, — Ojlya = —«' + «! + (Zj, 

y' = (k^— a^)(a^ — a^) + cc'(a^ + a^). 

Wir konnen = 0, a, = 1 voraussetzen, dann wird 

= — a + cc^+ Kj, 

n = -^11 

/ = a,— (Za+ot'. 

Es sind demnach 

I f, (K, + K^—a){t-l) + 2u^ 

i = i 

' («'—«, — cea)l( + 2«a 

— !!-1 ’ 
a, — a, + a^— 2<z'^ 

upT) 

die nothwendigen nnd hinreichenden Bedingnngen dafiir, dass die Substitutions- 
gruppe der Differentialgleichung 

h 

dx^ 


( 8 .) 


(9.) 

von t unabhangig ist. 


^1 

^3 


“.+A + 




a;’* (iK — 0* ^ (* — 0“ ^ — i 


y 
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anmerkungen. 


1) Die Anderungen gegen das Original sind ausgefiilirt entsprechend den von meinem Tatar als Anhang 
2 u der Arbeit in den Sitzungsberichten 1894, S. 1127 angegebenen >Errata in dar Mittheilung vom 
16. Nov. 1893 der Sitzungsbericbte«. Im Anschluss an die letzte der dort gemacbten Angaben ist daiin 
noch gesetzt: 

S. 184, Zeile 14 2 (n~l)*w statt 2 wter, 

„ 184, Gleicbung (18.) 2n + m — l statt 2w--i-m+l, 

Zeile 3 v. u. 2n — l statt 2n4*l, 

Gleicbung (18b.) statt — » 

Ferner wurde binzugefugt: 

S. 172, Zeile 3 v. u. und S. 173, Zeile 6 »und Integrale boherer Exponentein. 

2) Zu der am Schlusse der No. 4, S. 184 gegebenen Andeutung zur Aufstellimg einr^r ruglidcbung fur di« 
Anzabl der wesentlicben und ausserwesentlichen singulilren Stellen sei bcmerkt, da.sH dic^ Hctrat-IUinig 
von allein zu einer genauen Formulierung derselben nicbt fubren kann. Will man auf dmi hwr 
angegebenen Wege zu dieser Ungleicbung, wie sie von anderen Gesichtspunkten aim (liiiaiANN, Werkf,% 
II. Auflage, S. 389, 390; Poincae6, Acta Matbematica, Bd. IV, S. 217— 219; L. BcHLKsiNtuai, Cbiiu.LKH 
Journal, Bd. 123, S. 168 und Handbuch der Tbeorie der linearen Diflbrcntialglwt'huiigitn IIj, S. 
aufgestellt worden ist, gelangen, so muss man noch Aq, Ai, beranziahcn. Im Allcuumdumi 
verschwindet An^^ fiir eino von t verscbiedene wesentlich singulare Stelle von der Ordnung n i, fur 
x — t aber von der Ordnung n — i — h Nimmt man nun, was durcb cine einfache Tnumforriuitiim Hfidii 
zu erreicben ist, an, dass x = oo eine wesentlich singulare Stelle ist, so kann fbr j: t> ^ luirli- 
stens von (w—l)tor Ordnung unendlicb werden. Bedeutet also %i-,* die Anzabl der cinfarlien ('nendiioh- 
keitsstellen von An^i, so ist 

(n— i)(e--l) + w — i — 1 — t, 

also 

Es werden also im Allgemeinen fiir alle A^ zusammen mindestens 

Unendlicbkeitsstellen , d, b. ausserwesentlicbe singulare Stellen erforderlicb sein. Die genaue Form der 
Ungleicbung ist also 


M(n— 1 )(^— 1 ) <2w4*2w — 2. 
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3) Zu dem in No. 7 niid 8 behandelten Falle sei Folgendes bemerkt. 1st | ein Integral der Gleichung 


so ist 


91 

dt 

= A, 

9| 

dx ’ 


1 


y — 



dx 


f_(f)%(S)+a(«). 

Venn f und <p willkurlicbe Functionen ibres Arguments sind und 


am = 

\oo 


A| 

4 ' 

\dx'^ } 

2 1 s»i eg 

' 2 dx^ dx 

1 

f9|\ 

IdicJ 

2 

1 


die ScHWABZscbe Derivirte von i nach x bedeutet. 
Wenn nun 

J.J = •mcp(ic) == 


so ist 

Wird dann 

gesetzt, so ist 


m = 


cp(t) 


<p(iC) 


-+•■■+ 




wo tD eine willkurliclie Function ihres Arguments ist, das allgemeine Integral der Differentialgleichung 
fur In dem Falle der No. 8 ist 

( (x~-a,)(t-a.i) \ 

{{x-d^)lt-a^)) 

In der That geht, wenn 

1 


j..(i 


(x—a.)(t—cu) ^ 

u — ^ — lA und y 




dic 

dx 


■ ^ M 


gesetet wird, die Differentialgleicliimg fiir y (Gl. (9.), No. 8) liber in 

5 ^ 7 ] cc^u^-{‘(cc'—ai—cc2)U‘\'CCi^ 

4) Bemerkenswerth ist S. 180, Zeile 5 und 8 die Bezeichnung »wirklich singularer Punkt« flir eine singulars 
Stelle, die sonst von meinem Vater inimer, wie z. B. auch in Satz (A.) der No. 1 »wesentlich singularer 
Bunkt« genannt wird. 




Lxra. 


REMAKQUES SUE UNE NOTE DE M. PAUL VEENIEE. 

(Journal fiir die reine nnd angewandte Mathematik, 1. 114, 1895, p. 231—232.) 


Dans le Bulletin de la Soci6t4 Math^matique de France t. XXII, [231 
n° 8, p. 133, M. Paul Veuniek vient de publier une note intitul^e: »sur les 
formes binaires dont les variables sont des int6grales fondamentales d’une 
Equation diffdrentielle lin^aire du second ordre«. 

M. Veknier. veut indiquer une demonstration du tbeoreme suivant: 

(a) Si une forme binaire dont les deux variables sont deux integrales 
fondamentales de 1’ equation = Fy est egale a une racine d’une fonction 
rationnelle de x, elle renferme, a une m^me puissance, tons les facteurs lineaires 
qui forment un systeme i-eduit de racines pour 1’ equation irreductible verifiee 
par I’un de ses facteurs lineaires. 

Dans mon memoire t. 81 de ce Journal p. 114 — IlS’^) on pent lire les 
deux theoremes suivants: 

II. Inversement, etant la racine d’une fonction rationnelle et 

ri = A y + A, JL I’un des facteurs de la forme, et if], Tf],, — 5 formant 

un systeme i-eduit de racines de 1’ equation irreductible verifiee par t], alors 
a la forme rj, = + et la forme renferme aussi les fac- 

teurs -irjj, 7],, . . ., 

VI. Si -une forme fiy,,yj est la racine d’une fonction rationnelle, eUe 
renferme tons les facteurs qui forment ensemble le systeme r^duit d une 
equation irreductible, a une m^me puissance. 


I) Mto. IX, p. 29-«l, t. n de oatte Edition. E. F. 
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BEMAEaUES SUE UNB NOTE DE M. PAOL VEENIEE. 


L’on voit done que le theoreme (a) n’est qu’une composition des th^o- 
lemes I et VI. 

Mais cette composition etant presque litt^rale et renfermant, en pax- 
ticulier, la teiminologie que j’ai introduite dans mon m^moire cit4, je ne 
peux pas supposer que M. Veeniee ait eu I’intention de faire croire que le 
232] theoreme (a) etait un thdoreme nouveau, je suppose plutot que M. Vee- 
niee a oublie d’indiquer I’origine de ce tbdoreme. 

Mais aussi dans la demonstration du tb^oreme («) contenue p. 135 du 
Bulletin, M. Veeniee a simplement reproduit la demonstration des theoremes 
I. et VI. que j’ai donnee p. 114 — 115^) de mon memoire cit6. 

J’ajoute les remarques suivantes: 

M. Veeniee developpe p. 133 — 134 du Bulletin un lemme, dont il tire 
la consequence que f etant racine d’une fonction rationnelle, H{f)^ le hessien 
de la forme f, est aussi racine d’une fonction rationnelle. Mais pour tirer 
cette consequence, il ne faut pas partir d’une expression explicite du hessien, 
car le hessien etant un covariant de f, ce thdoreme n’est qu’un cas special 
du theoreme p. 106, th. III^) de mon memoire cite dont void la teneur: 

Soit un systeme fondamental d’integrales de I’equation (B.) = Pyj, 

tons les covariants d’une forme qui est egale a la racine d’une fonction ration- 
nelle, sont aussi des racines de fonctions rationnelles. 

Mais enfin on ne saurait du tout comprendre, pourquoi M. Vernier fait 
intervenir ledit lemme. Il aurait pu omettre tout le contenu des pages 1 33 
et 134 du Bulletin qui suit les mots: wj’indiquerai id uno demonstration tre.s 
simple de ce theoremea, comme il n’en fait aucun usage dans la demonstration 
du theoreme (a) p. 135 du Bulletin, qu’il a empruntee comidetcnumt aux 
pages 114 — 115^) de mon memoire cite. 

Mais je voudrais bien savoir, quel est le but de la note de M. Vernier, 
puisqu’il emprunte a mon memoire un theoreme, de m^me que sa demon- 
stration, sans indiquer la source dans laquelle il les a puises? 

Berlin, novembre 1894. 


1) Me'm. XX, p. 29-Sl, t. IL de cotto edition. R. P. 

2) Ibid. p. 21, EuF. 


LXTV. 


tJBER DIE ABHANGIGKEIT DEB LOSUNGEN EINEB LINEABEN 
DIFFEBENTIALGLEICHUNG VON DEN IN DEN COEFFICIENTEN 
AUFTBETENDEN PABAMETEBN. 

(Sitzmigsbericlite der Konigl. preussischen Akademie der Wissensckaften zu Berlm, 
1896, XXXVIII, S. 905—920; vorgelegt am 26. JuK; ausgegeben am 1. August 1895.) 


Die folgende Notiz bezieht sich auf die Frage der Abhangigkeit der [ 90 s 
Eosungen einer linearen homogeneii Differentialgleichung von einem. in den 
Coefficienten derselben anftretenden Parameter, welche ich bereits in einer 
Beihe fruherer Aufsatze in den Sitzungsberichten ins Auge gefasst babe. 
Wenn die Coefficienten der zur Differentialgleichung gehorigen Substitutions- 
gruppe vom Parameter unabhangig sind, so genixgen die Integrale der Diffe- 
rentialgleichung, aufgefasst als Functionen des Parameters, ebenfalls einer 
linearen homogenen Differentialgleichung hochstens derselben Ordnung, wie 
die voi'gelegte *). Es bietet sich naturgemass die Aufgabe dai*, festzustellen, 
was umgekehrt fiir eine vorgelegte Differentialgleichung, deren Coefficienten 
rationale Functionen der unabhangigen Variablen und des Parameters sind, 
gefolgert werden kann, wenn es feststeht, dass ein Fundamentalsystem von 
Integralen derselben, aufgefasst als Functionen des Parameters, ebenfalls einer 
linearen homogenen Differentialgleichung Geniige leistet, deren Coefficienten 
rationale Functionen des Parameters und der unabhangigen Variablen der 
vorgelegten Differentialgleichung sind. 

*) Siehe Sitzungsberichte vom 25. Februar 1892, S. 165 ‘). 

1 ) Ahli. LIX, S. I2G dieses Bandes. B. F. 
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USER LINEARE DIFEERENTIALGLEICHUNGEN. 


So geniigt das hyperelliptische oder elliptische Integral z als Function 
der Variablen x einer linearen bomogenen DitFerentialgleichung zweiter Ord- 
nung, deren Coefficienten rationale Functionen der Variablen x und eines der 
Verzweigungswertbe u. Dasselbe Integral aufgefasst als Function des Ver- 
zweigungswertbes m, geniigt einer linearen homogenen DifFerentialgleichung 
der Form 




0 , 








Q(^) ^n-l + §n~i + 


■ + ^o^r 


906] WO rationale Functionen von x und w, rationale Func- 

tionen von u aUein sind und n den Grad des Radicanden der zu Grunde 
liegenden Quadratwurzel bedeutet. — Die Folge aus diesem Umstande ist 
aber, dass die Periodicitatsmoduln t] des hyperelliptischen oder elliptischen 
Integrals der Differentialgleichung 

Q{r[) = 0 

Geniige leisten. Diese Periodicitatsmoduln sind aber eben nichts 
anderes als Coefficienten der zur genannten Differentialgleichung 
zweiter Ordnung zugeho'rigen Substitutionsgruppe*). 

Wir beschranken uns an dieser Stelle der Kiirze halber darauf, die Aus- 
fiihrung der oben bezeichneten Aufgabe an dem Falle vorzunehmen, dass di.v 
vorgelegte Diiferentialgleichung der zweiten Ordnung ist, und dass von der 
Voraussetzung ausgegangen wird, dass die Differentialgleichung, welclua- die 
Integrale derselben als Functionen des Parameters aufgefasst geniigen, dritter 
Ordnung wird. 

1 . 


Es sei vorgelegt die Differentialgleichung 


( 1 .) 


, dz , 

+ = 0 , 


dx^ ‘ ^ dx 

deren CoefEcienten rational von ^ und y abhangen, und es werde voraus- 
*) S. meine Arlieit in Crelles Journal, Bd. 71 , S. 91 ff. i). 


i) Ahh. YUr, S. 241 ff., Band I dieser Ansgabe. R. F, 
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gesetzt, dass ein Fundamentalsystem von Integralen derselben, als Functionen 
von «/, einer Differ entialgleichnng 


( 2 .) 


6 °^ dz 

dy^ dy^ dy 


+p^z = 0 , 


deren Coefficienten ebenfalls rationale Functionen von a? und y sind, 
Sei 


( 3 .) 


„ — 

^ - H{x,y)’ 


geniige. 


wo G{x^y) und II(x,y) ganze rationale Functionen obne gemeinscbaftlicben 
Theiler sind, und zwar 


( 4 .) H(x, y) = H^{x, yf^H^{x, yf\..H,{x, yf‘, 


positive ganze Zablen, H^(x^y) irreductible ganze rationale 
Functionen und Hj^(x,y) von ll^(x,y) verscbieden, wenn h und I ver- [907 
schieden sind. Alsdann kann man bekanntlich g in die Form bringen: 

S 

(K\ « = X' r J_ F(a!, y) H,{x, y)E,ix,y)... E,{x, y) ] 

'■ Ej,{x, y)'^ dx[ E{x, y) J’ 

1 

wo F^ipc^y) und V{x,y) ganze rationale Functionen von a:, deren Coefficienten 
rational von y abhangen*). 

Bezeichnen wir die Wurzeln der Gleicbung 

( 6 .) Sj,(x,y) = 0 

in Bezug auf x als Unbekannte mit so ist 


(7.) 


■ Fj,{x,y) 

E^(x, y) 


K, 


n 


X — a 


' + ■ 




'ki 


x — a 




‘k2 


Wir machen mmmehr die vereinfachende Voraussetzung, dass . von 

y unabhangig sind. Diese Voranssetzung ist beispielsweise erfiillt, wenn die 
Integrate der Gleicbung (1.) sicb ilberall bestimmt verbalten und die Wurzeln 
der determinirenden Fundamentalgleichung von y unabbangig sind. Wenn 
^ki’f^ki'i—- y 9,bbangen, so ist, mit Riicksicbt darauf, dass nacb dem 
PuisEUxscben Satze durcb Umlaufe von y jedes in jede andere Wurzel der 
Gleicbung (6.) iibergefiibrt werden kann, und andererseits darauf, dass solche 


Vergl. Heemite, Coars d’ Analyse, premiere partie, annde 1873, p. 268. 
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XJBEB LINEARE DEFFBEECfTlALGLEICHUNGEN. 


Umlaufe die rechte Seite der Gleichung (7.) Eicht andem, 

( 8 .) 

Es ist daher 


r 

( 9 .) 

iy *L(!c-a„ 


und demnach 


«Jh = 

= ••• == 



da^ 



Ay , 

•*] 

0’ 

+ 

\V{x,y)H^{x 

1 y) (p^rV) 

dxdy 

. 

ii{^,y) J 


r 1 

( 10 .) ^ fgdx = -y J +... 


a \ y{x,y)E,[x,y)BSx ,y')...ll.{x,M'\ 

L H{x, y) ~ ~ 

eine rationale Function von x und y. Zu den Summen liefern nur diejenigen 
Factoren H^{x,y) einen Beitrag, fiir welche a^, ... von y abhangcn. 

908] Substituiren wir nunmehr in die Gleicbungen (l.) und (2.) 

( 11 -) ^ 

indem wir bei der Bildung von Jgdx aus Gleichung (5.) kein von ® unab- 
hangiges Glied hinzufugen, so verwandeln sich (l.) und (2.) in 

(la.) 

(2a.) 


dx^ 


+ \t = 0, 


Der Coefficient \ und nach Gleichung (10.) auch die Coefficienten 
Sind rationale Functionen von a; und y, und es geniigt ein 
undamentalsystem von Integralen der Gleichung (la.) der Gleichung ( 2 a) 

Telhr^ "" (Gleichung (1.) die Gleichung ( 2 .) befriedigt, und urn- 

™“ Tomherein in Gleichung ( 1 .) den Coefficienten q 
gleich Null annehmen und von den Gleichungen 
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df 


ds 

dy 


(®-) + + + = 0 
ausgeh.eii, in welclien rationale Functionen von x und y sind. 


2 . 


Bezeichnen wir der Kiirze halber mit (^, Z), so ergiebt die 

malige DiiFerentiation der Gleicbung (B.) nacb x 


zwei- 


(!•) (l,3)+i?,(l,2)+^,,(l,l)+ -^(0,2)+i,3(0,l)+ ^(0,l) + %(0,0) = 0, 


dx 


(2.) (2,3)+j,,(2,2)+i,3(2,l) + 2-^(l,2)+P3(2,0)+2^(l,l) 

Die dreimalige DiiFerentiation der Gleichung (A.) nacb y liefert 
(3.) (2,1)+. 7^(0, l) + -|-(0,0) = 0, 

(4.) (2,2) + ;,(0,2) + 2^(0,1) + |^(0,0) = 0, 

(6.) (2,3) + S(0,3) + 3|^(0,2) + 3|i(0,l) + .|i{0,0) = 0, 

Ans diesen Gleichungen ergiebt sich; 

(C.) A(l, 2) + 5(0, 2) + (7(1, 1) + 5(1, 0) +■ 5(0, 1) + 5(0, 0) = 0, 


[90^ 


wo 


( 6 .) 


A = 

3#-; 

B = 

= -3 

dh 


dx ^ 

dx^ 

dy ' 

0 = 


5 = 

= 2^, 


dx 

dx 


5 = 

dx^ 

„ d^h 
dif 

dh 
dy ’ 


5 = 

a>, 

dx^ 

d^h 

df 

d^h 

dh 

dy 


Differentiiren wir die Gleicbung (C.) nacb x, so folgt durcb Anwendung 
der Gleicbungen (l.) bis (5.) 

(D.) A(l, 2) + A(0, 2) + C,(l, 1) + 5.(1, 0) + 5.(0, 1) + 5.(0, 0) = 0, 
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wo 
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A , -D -n A 7 

A = -J3r+S; S,^-Ah + -^, 


a 


(V 


dx 

60 

6x 


+ s, A = j’+^, 


= - 2 Af—Ch + ^, 

6y dx’ 

^ dy’‘ dy dx 

Aus (C.) un.d (D.) ergiebt sich: 

(E.) B,(0, 2) + 0,(1, 1) + D,(l, 0) + 1;,(0, 1) + F.(0, 0) = 0, 


( 8 .) 


WO 

I S, = AB,-A,B; 0, ^ A0,-A,0-, B, = AB,-A,I); 
( E, = AE,-A,E-, F, = AF,-A,F. 

Die Gleichung 

(9-) B, = 0 

lasst sicb in die Gestalt bringen: 


A 




910 ] Oder 
(9a.) 

Setzen wir 

( 10 .) 

so gebt diese Gleicbung iiber in 

( 11 .) 


dx VJ. 

A 

A "" 


BY 




a 


d^u 


d log 
dx 


-j-hu = 0. 


Die Gleichung (9.) erfordert also, dass die Gleichung (A*) durch 
Integral der Form 


( 12 .) 


0 = e 




befriedigt weide, wo A ei^e rationale Function von a:. 


ein 
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Tritt dieser Fall, den. wir spater einer besonderen Unter- 
sucbung unterwerf en werden, nicht ein, so sind also nicbt samnit- 
liche Coefficienten der Gleichung (E.) Null, namentlicb ist 
von Null verschieden. 


Sei ein Fundamentalsystem von Integralen der Gleichung (A.), 

welche zugleich Gleichung (B.) befriedigen, und seien + zwei 
Zweige von oder 0 , in welche diese Fanctionen nach einem Umlaufe der 
Variablen x iibergehen, so folgt aus (E.) 

^ ' ( /“-Bx + + /S, + S' 8, = 0, 

wenn wir 

/ -Bi = = JS^0^, 

! = I?. • ■ 

setzen. 


Wir setzen zunachst voraus, dass von Null verschieden ist. 

Es konnen nun zwei Falle eintreten: [911 

I. Es giebt unter den Zweigen der Functionen und 0 ^, welche durch 
die verschiedenen Umlaufe der Variablen x erzeugt werden, wenigstens zwei 
solche, fur welche 

(2.) £ = cc'd'-^'y' 

von Null verschieden ist, oder 

II. Es ist fiir alle Zweige e = 0. 

Im Falle I folgt aus den Gleichungen (F.) 


( 3 .) 

WO 

(^•) 


( ®2-Bj, 

( ®s -Bi 

I s, = Sj = 

j e, = 
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Setzen wii 
(5.) 


x5bee lineabe diffekentiaegleichunoen. 


-rv / ^ n J. <r 

-D{^) = 2 -^+ b;’ dx ^ b/' 


so folgt aus den Gleichungen (3.), dass D(^,) ■^(^*) Integrale der 

Gleichung (A.) sind. 

Im Falle II folgt ans (F.) 

j SjIJj+Sji?, — 0 , 

I 8.E, + e,JK. = 0, 

d. F., da ein Fundamentalsystem von Integralen der Gleichung (A.) sind, 

(7.) e, = 0, e, = 0, 8, = 0, 8, = 0. 

Aus den Gleichungen (7.) folgt 


'( 8 .) 


y, 


I / == c«'; d' = cj-, 
j (c-cja«^' = 0, (c-c,)a'^'” 

wo c und Cj von x und y unabhangige Grossen bcsdeukni. Dii* Innili-ii letzton 
Gleichungen erfoxdern, dass entweder a' = 0 odcr y <Hlcr «” 0 und 

= 0, Oder endlich c^ — c. Fixr «' = 0 miissb; uacli der crstcu (ilrichung 
auch y' — 0 sein, und demgerniiss nach den (iieichungt'ii (K.) dit* !‘’uuc,titm 
JD{ 0 ^) der Gleichung (A.) Genilge leistcn. Fiir li' -- » fo’igt aus drr zuadteu 
Gleichung ( 8 .), dass auch S' — 0 , nnd dann aus den ( ilfifdiniigfu (I*'.), tlasK 
die Function die Gleichung (A.) hcfritaiigl. Fiir dir ( 'uiiddiuititm 




0, jS® = 0 folgt aus den beiden erstrn Glrirhungrii |S.), dass auch 
y® = 0 , 5 ® = 0 , dass also a', y', S' von y miahhaiigigr Wrrtlir u, /<, c, 

912 ] annehmen. Es ergiebt sich alsdann aus (F.), <iass fiir das griuriiischaft- 
liche Integral der Gleichungen (A.) und (B.) 

(9.) u = as^ + Sz, 

die Function D{u) die Gleichung (A.) befriedigt. 

Fiir den Fall c^ = c ergeben die Gleichungen (S.) 

(10.) y = CK + r, 6' = ciS + r., 

wo auch r und von y unabhangig sind. 

Wenn demselben Umlaufe der Variahlen x entsprechcnde 

Zweige bezw. von bedeuten, so folgt mit liiicksicht danuif, dus.s in Giei- 
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chung (A.) nicht auftritt und demgemass ^ unabhangig 

wild, 


(11.) ad — j3y = 1. 

Substituiren wir in diese Gleichung die Wertbe y und /3 aus den Gleicbungen 
(10.), so ergiebt sicb 


also 

Sei also 


= 1 , 

r,a'-r/j' = 0. 


(12.) 


U = r4?,+ TiAj, 


so folgt aus (F.), dass Z)(«*) der Gleichung (A.) Geniige leistet. Es konnen 
nicht beide Grossen F und F^ verschwinden, weil sonst nach dem TJm- 

laufe von x aufhoren wiirden ein Fundamentalsystem zu bilden. 

Fassen wir das Vorhergehende zusammen, so ergiebt sich: 

I. Wenn jBj von Null verschieden ist, so existirt stets ein den 
Gleichungen (A.) und (B.) gemeinschaftliches Integral m, fiir 
welches die Function D(m) ebenfalls die Gleichung (A.) befriedigt. 

Sei ein anderes gemeinschaftliches Integral der Gleichungen (A.) und 
(B.), welches mit u ein Fundamentalsystem fur die Gleichung (A.) bildet, 
und moge nach einem Umlauf der Variablen x die Function u libergehen in 


so geht Z)(m) liber in 

(13.) I>(m) = D{u) 


U = Xu + ftM,, 


Xj){u) + i,I)(u,)+2^u + ^^u, 


Es muss aber auch D(«t) ein Integral der Gleichung (A.) sein, folglich [913 
ist auch 


(14.) 




ein Integral derselben Gleichung. Wenn demnach nicht fiir alle Umlaufe 
der Variablen x die Grosse ft verschwindet, so ist auch D(m,) ein Integral 
der Gleichung (A.). Dieses fiihrt zu dem folgenden Satze: 

II. Wenn von Null verschieden ist und die Gleichungen 
(A.) und (B.) nicht ein gemeinschaftliches Integral besitzen, 

iFnchs, Hiathera. Werke. m. 27 
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dessen logarithmische AbleitUEg naoh x eine ratioualc Kunatiou 
Ton list, so giebt 08 stetB ein Fundamentalsystom von Iiitcgralen 
z z der Gleichung (A.), welches ebenfnlls die Gloioliung (B.) be- 
fiie’digt und .0 besoliaffen ist, dass -D(-.) dor lilei.-lnuig (A.) 

Geniige leisten. 


Setzen wir zur Abkilrzung 






»W = 2e„- + »s^- + '" 


; + hi, 

■»* 


so ist 


(2.) P(D(^)) = 2(2,l) + a(3,0) + [2^“ +l/](2,0) 

1st 0 ein Integral der Glcichnng (A.), so to!gt aus dicsor (iloirhiuig und 


aiis Gleichung (3.) No. 2 
(3.) P(I)(^)) = [| 


ra’a , r%i axr a*// ,, Ai a/j a/, ; 

(S') W» = b' + *a»; d.'-*- 

Bilden 0^ ein Fundamentalsystuiii von hiti-graU-u d.-r ( ilrirliung {.-V.) 
der im Satze 11. voriger Nummur angogclifiieu lirstdiHiirulad! , su ist. 


(4-) 


P(P(a 

g) = c 


f~,>) ■ <>• 

914 ] Da 

6^2 

1 dx 

0 „^ von Null 

2 dx 

venscldedwi is 

;t, HO iiniss 

(5.) 



a“tt 

dh 




4 ; 

dx‘ 

“ dx 


(6.) 


a’j 

, da 

dh 

, dh 


W~ 

2/i~- 

dx 


2 = U 

% 


sein. Aus diesen beiden Gleichungen folgt 

(7.) +4/( -4.2a.~4 


4.a.^“4.2a~ + 4 .^^' = 0 
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Es miisste demnach die Differentialgleicliuiig : 

(8.) , , + 4:h — — + 2 -^ — g — = 0 


d^g dg dh , . dJi 
_ + 4 ^„ + 2 _^ + 4 — 


durch die rationale Function a von x und y befriedigt werden. 
Der Gleicbung 


(9.) 


d^w dw ^ dh 
—;;r + 4^ — + 2— w 


die’ 


dx 


dx 


geniigt das Fundamentalsystem von Integralen Sie ist sich, 

selbst adjungirt, und zwar sind nnd bezw. ein- 

ander zugeordnet*). 

Es miisste also der Ausdruck 

( 10 .) -g^ J ^^ldx + ^g,g, J ^z,g,dx-gl J ^Bldx 


eine rationale Function von x werden, wenn die Gleicbung (8.) durcb eine 
rationale Function von x befriedigt werden soli. 

Ist aber der Ausdruck (10.) eine rationale Function von x, so sind die 
Coefficienten der Substitutionen der zur Gleicbung (A.) geborigen Gruppe 
von y unabhangig**). 

Wenn wir dieses Resultat mit den Eesultaten der vorbergebenden Num- 
mern zusammenbalten, so gelangen wir zu dem folgenden Theorem: 

Soil ein Fundamentalsystem von Integralen der Gleicbung 
(A.) der Gleicbung (B.) genilgen, so muss die Gleicbung (A.) ent- 
weder ein Integral zulassen, dessen logaritbmisebe Ableitung 
nacb X eine rationale Function von x ist, oder sie gebort zur 
Kategorie derjenigen Differentialgleicbungen, deren Gruppe von 
y unabbangige Substitutionen besitzt. 

. In dem Falle, dass die Gruppe von Substitutionen der Gleicbung [915 
(A.) von y unabbangig ist, geniigt s als Function von y einer Diiferential- 
gleicbung boebstens zweiter Ordnung, deren Coefficienten rationale Functionen 


*) Siehe Sitzmigsberichte vom 1. Kovember 1894, S. 1124^). 

**) Siehe Sitzungsberichte a. a. 0. und Sitzungsberichte vom 25. Februar 1892, S. 163 ®). 


1) Abli. LXn, S. 192 dieses Bandos. E. F. 

2) Abb. LIX, S. 125 dieses Bandes. E. F.. 


27 * 
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TOD. X Txnd y sind*); es miisste demnacli die Gleichung (B.) in diesem Falle 
xedactibel sein. 

Es bleibt nns also noch nbrig, den Fall m nntereuchen, in welchem die 
Gleicbung (A.) ein Integral besitzt, dessen logarithmische Ableitung nach » 
eine rationale Function von x ist. 


ein Integral der Gleichung (A.), wo 5R eine rationah' Function 
wollen nunmehr voraussetzen, dass 81 die Gestalt liabe 


wo die Grossen a , , a. 


a von einander verschiedon, urid 


von ic unabhangig seien. Substituiren wir 


Die eben gemachte Voraussetzung scliliesst also die in sich 
der Gleichung (A.) sich iiberall bestiinmt verhulten**). 
Wenn nach einem Umlauf der Variablcn if 81 sich in 


verwandelt, so iniissen die Grossen a. 
schieden sein, und es ist 


ebenfalls ein Integral der Gleichung (A.). Zwischen 81 und 81' in-stclit nach 
Gleichung (3.) die Eelation 


8 Siehe Sitzungsberichte vom 25. Februar 1892, S. 165 
') Siebe Ceelles Journal, Bd. 66, S. 146, Gi. (12.)*). 


1) Abh. LIX, S. 126 — 127 dieses Bandes. ] 
1) Abh. VI, S. 186, Band I dieser Ansgabe. 
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Aus derselben ergiebt sicb 

( 6 .) + 

1 st = a' = a, so muss eine der Functionen 9 i' oder 9 ^ + 01' fiix [916 
x = a uuendlich werden, da sonst = 0, a' = 0 sein miisste. 

1 st Kj-a,' von Null verscMeden, so ist die linke Seite der Gleichung (6.) 
iux X = a unendlicb wie folglicb ist 

1 * 

1st = 0, so muss 

(8.) + «; = — p 

sein, wo p die Ordnung bezeichnet, in welcber fiir a: = a verscbwindet. 

Ist ein Werth, der sich nicht unter den Wertben befindet, so folgt 
durch einen analogen Scbluss aus Gleicbung (6.) 

( 9 .) < = 1 

und ebenso fiir wenn dasselbe nicbt unter den a\ befindlicb ist, 

(10.) Kj = 1. 


Aus den Gleichungen ( 7 .) bis (10.) folgern wir, dass 

( 11 .) = = 


eine rationale Function von x darstellt. 

Es miissten demnacb*) die Form haben 


( 12 .) 


wo c von ic unabhangig ist. 
Wir setzen 
( 13 .) 


1 c ndx 

2 2 J cp 




9 = 


G(x) 
'!'(«) ’ 


*) Siehe Ceelles Journal, Bd. 81 , S. 118 ^). 


1) Abk XX, S. 84, Band, EC dieser Ansgabe. E. F. 
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WO G{x) und ^{x) ganze ratioaale Faactionen von x ohne gemoinKamen 
Theiler sind. Es sind alsdann fur die NuEstellen von »}(x) «lii‘ Kxpoiumtial- 
functiouen in (12.) endlich, der Factor f* aber unendlich. !•> wirti dem- 
nach ^{x) nur Null fur Werthe, fur welche h unendlich wird. Fur di«e 
aber miissten 0 ^ gleicbzeitig unendlich werden. ’^\'enn wir ii!»(*r vi»rauH- 
;setzeu, dass nicht von x unabhingig ist, »o bilden x,, x, niich (iloi- 

chung (1.) und (la.) ein Fundamentaisystem von Integynlen dor (ileicbung 
(A.). Es miisste demnach fur dieselben Werthe von x jedes Integral dieser 
917 ] Gleichung unendlich werden. Aber die zn den singuliircn »St«.*llen der 
Gleichung (A.) zugehorigen determinirenden Fundameiitalgleichungen Imben 
die Gestalt 


(14.) 


j/(v — 1) + s 


d. h. fur das einem solchen .singulsiren Punkte der (ilcichung (A.) zngeliurige 
Fundamentalsystem ist die Summe der K.xponcnteii gioieli I’lins, dio.m* Kxpo- 
nenten konnen also nicht beide negativ sein. .\1h(j ist ) •nne von x un- 
abhangige Grosse, und man hat 

(15.) 'f =: ff {.(■); 

d. h. (p ist eine ganze rationale Function von 

Die Differentialgleichimg dritter Ordniing (s.) in N,,. 1 . uidclir 
als 1 undamentalsystcin be.sitzt, liat deiiinach (‘ine u.uizc I'jitioiinlc iuiirtioii 
G(x) zum Integral. Bcsiissi; die.sulbe nuclt ciu Intogi.il wo 

G^(a;).eine nicht blo.ss urn (diuin eoustaiiten Factor mui ^ciHidiicdcnt! 

ganze rationale lunctiou bedeutet, so niusstcn sich die \(»ii 7 utiabhiingigtiu 
Grossen A, JB, C so hestiirimen lasscui, dass 


(16.) 


Oder 


1/ 


A 0 I + + jit 

dx 


a. 


Ae'' ^ 


+ Jie 




tlx 

a 


G 


, - Mi 
G 


cf-.^ 

Demnach miisste e ^ eine zweiwerthige algt.d>raim-he Functioit von x 

T .. (7.), (9.), ( 10 .) enthalt G' nnr t*infa<-he Faetoren, 

s musste also diese zweiwerthige Function die Quadratwtirzel ciiier rationulen 


sem 
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Function von x sein. Sehen wir von diesem Falle, in welchem die GleicFung 
(A.) dnrch Wurzeln rationale!* Functionen integrirt werden wiirde, ab, so 
batte die Gleicbung (8.) in No. 4 nur eine ganze rationale Function zuru 
Integral. Die Coefficienten desselben sind bis auf einen alien gemeinsamen 
Factor aus der Gleicbung (8.) in No. 4 als rationale Functionen von y 
bestimmbar. Bezeicbnen wir dieses Integral mit TH{x), so dass die Coeffi- 
cienten von H{x) rationale Functionen von y sind und F von x unabhangig, 
so konnen wir setzen 


(17.) cp(^) = rE{x\ 

Substituiren wir aus Gleicbung (12.) in die Gleicbung (A.), so erbalten wii*. 


(18.) 



1 




(p / 2cp dx^ 4(p'‘ 

Wird der Wertb von cp(a;) aus (18.) substituirt, so folgt 


(19.) 

wodurcb 



d^R{x ) 

dx^ 


4" 


-h, 


[918 


cy 

T 


4:\ H{x) J'^ 2H{x) 

sich als rationale Function von y bestimmt. 

I. Hiernach wiirde, wenn wir von dem Falle abseben, in wel- 
cbem die Gleicbung (A.) algebraiscb integrirbar ist, diese Glei- 
cbung durcb ein Fundamentalsystem von Integralen der Form 

1 


( 20 .) 


c j^dx 

WJ 

0 ^ — E e 


TT ^ 

H e 


R 

J 

c f*dx 

WJlE 


befriedigt werden konnen, worin H eine ganze rationale Function 
von X ist, deren Coefficienten rational von y abhangen, und wo 
eine rationale Function von y ist, die aber sicb auf eine von 


(i) 


y unabhangige Grdsse reducirt, wenn die Grossen ..., in 

Gleicbung (2.) als von y unabbangig vorausgesetzt werden. 

Wenn aber fiir alle Umlaufe der Variablen y die Function 9^ 
unverandert bleibt, so sind die Coefficienten von rationale 
Functionen von y. 
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^Wir ‘woUbh numnBlir nocb. dsn F 9 .ll n&hsr bstiJiditcnj dass die Gleichmig 
(A.) nur ein Integral besitzt, dessen logarithmische AWeitung nach tc sine 
rationale Function ist. Alsdann hat nach voriger hiumnier dieses Integral 
die Gestalt 

(1.) = e*' , 

wo eine rationale Function von x und y darstellt. Wir sct/.(.n \oi«ius, dass 
in Gleichung (2.) No. 5 die Grossen a,, von y unabhiingig seien; 

alsdann zerfallen die algehraischen Functionen von ...j u,,} ■welche in 

derselben Gleichung auftreten, in Gruppen von der Be8(dnUrenheit, duss die 
zu einer Gruppe gehorigen bei den Umiaufen von y sich imr untm-inander 
vertauschen. Es mussen daher die Gro.ssen welche zu dtni eine 
Gruppe bildenden Grossen gehdren, cinander gleieh sein. Wir 
konnen also aus (1.) und (2.) No. .0 folgern 

(2.) ...p;'" = 

<n 9 ] wo Pj,P,, ganze rationale Functionen von x sind, dcren 

Coefficienten rational von y abhiingen. 

Bekanntlich ist 

dx 


( 3 .) 


^ f dx 

bj j,.. 


ein Integral der Gleichung (A.), welches niit ein Finidanunitalsysteni Idldet. 
Substituiren wir in (A.) 

( 4 .) 


so erhalten wir eine Differentialgleicluing 
/^ . d’y On 

(5:) ’ 

und es ist eine rationale Function von und y. 
besitzt das Fundamentalsystem von Integralen 

dx 

”'^"2' 5 


Diese Dilferentialgleichung 


1 . 


(6.) = J 

Wenn als Function von y einer linearen Ditfcrentialgleichung 


(7.) 




dtf 


■ + F, 


dif 


+ •••+!)„« = 0, 
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deren Coefficienten rationale Functionen von x und y, geniigt, so befriedigt 
dieselbe auch jeder Zweig von welcber durcb die Umlaufe von x und von 
y erhalten wird. 

Diese Zweige baben die Form 

(8-) \ = + 

wo a eine der Grossen in Gleicbung (2.) bedeutet, wabrend /3 

nur von y abbangig ist. 

Die Gleicbung (7.) muss in Bezug auf y reductibel sein. Denn ware sie 
irreductibel und substituirten wir in dieselbe, so erbielten wir eine lineare 
bomogene Differentialgleicbung fiir /3 von gleicber Ordnung: 


(9.) 




+ ■•• +2>m/3 = 0. 


Da die Coefficienten p , sicb durcb ein Fundamentalsystem von 

Integralen /3j, derselben, welcbe als Zweige eines Integrals /3 von x 

unabbangig sind, und durcb ibre Ableitungen nacb y rational darstellen lassen, 
so miissten ^ unabbangig sein. 

Lasst sicb beispielsweise P{z) in der Form [920 


( 10 .) 

darstellen, wo 
( 11 .) 


m ~ >■.«(*) + 


Q{^) = 2o^ + 3'i'^ + "‘ + 9’iu 




irreductibel in Bezug auf y ist, und wo »'(,> •••) »*„ rationale Functionen von 

y sind, so wiirde sicb fur ^ die Differentialgleicbung 


( 12 .) 


Qm = 0 


ergeben, und es miissten alsdann nur die Grossen von x unab- 

bangige rationale Functionen von y sein. 

Dieses Verbalten wird durcb das Beispiel der Differentialgleicbungen er- 
lautert, welcben die byperelliptiscben (elliptiscben) Integrale bezw. aufgefasst 
als Functionen der unabbangigen Veranderlicben und als Functionen der Ver- 
zweigungswertbe geniigen, wie bereits in der Einleitung angefiibrt worden ist. 


Fuclis, matlieTn. Werlce. III. 
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ANMERKUNGEN. 


1) Anderungen gegen das Original. 

Es wurde gesetzt: 

S. 202, Zeile 10 v. u. wurde a>darauf« Mnter halber MnzugefOgt, 

„ 207 wurde am ScMuss der Gleicbungen (1.) >u. s. w.« binzugefdgt, 

„ 208 nacb den Gleichungen (7.) »Aus den Gleichuugen (7.)« statt »Aus denselbenc, 

» 209, Gleicliung(14.)-|-,-^statt^,^, 

„ 210, „ (2.) 2 7i (0,1) statt (0,1), 

„ 214 wurde nach Gleichung (15.) »d. h. cp ist eme« Mpugefiigt, 

Zeile 9 v. u. »eine nicht bloss um einen constanten Factor« statt »eine nicbt urn einen 
blossen constanten Factors. 

2) Zu Gleicbung (8.), No. 3, S. 208 sei Folgendes bemerkt: Aus (7.) folgt nicht nothwendig, dass c imd Cj 

beide von y unabbangig sind. Man kann aber z. B. auf folgende Weise zu dcm aus (8.) gofolgerten 
Eesultat gelangen: Wenn keine der GrQssen a', (5', gleicb Null ist, so folgt aus (7.), dass c =- 
und beide von y unabbangig, d. i. Annabme (10.). Ist aber irgend eine der GrSssen a% j?', y% d' gleicb 
Null, so lebren die Gleicbungen (F.), dass sicb entweder und oder I 4 und iSg, d. b. aber und 
D{z^) Oder nur durcb einen constanten Factor unterscbeiden, d. b. dass oderD(%) 

der Gleicbung (A.) geniigt. E. F. 
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tBEK EINE KLASSE LINEAEEE HOMOGENEE DIFFEEENTIAL- 

GLEICHUNGEN. 

(SitzTingsberichte der Konigl. preussisclien Akademie der WissenschafterL zu Berlin, 1896, 
XXXIV, S. 753—769; vorgelegt am 9. Jnli; ausgegeben am 16. Jnli 1896.) 


1 . 


[7S3 


Sei 

(A.) 




+ ---+p„u = 0 


eiiie lineare homogene Differentialgleichung mit eindeutigen Coefficienten von 
der Beschaffenheit, dass die zn jedem belie bigen Umlauf der Variablen 
s um einen oder mehrere singulare Punlste der Gleichnng (A.) gebonge 
Fundamentalgleichnng durcb die reciproken Wertbe der Wurzeln derjenigen 
Gleichnng befriedigt wird, welcbe aus ihr durcb Vertauscbung der Coeffi- 
cienten der sammtlichen Potenzen der Unbekannten mit ibren conjugirten 
Werthen bervorgeht. Wir wollen uberdies voraussetzen, dass die Wurzeln 
. . ., A wenigstens einer dieser Fundamentalgleicbungen von einander 
vislieden sind und den Modul 1 besitzen. Den ibr zugeborigen Umlauf 
der Variablen wollen wir mit C und das zugehorige Fundamentalsystem 
von Integralen der Gleicbung (A.) mit bezeichnen, so dass, nach 

Vollziehung des Umlaufes a, ..., fibergeben in 


(B.) 


u. 
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Die einem beUebigen Umlaiife V von i entspiechende Substitution 

^13 * * * 

^21 ^23 * • • 

1 

• , . • • • 

^na • • • 

welcbe “leiden, wollen w kuis mit K) betoielmon, wahrond 

u I die Determinante diesei Substitution tedeutet. 

Da in der Gleichung (A.) das' Glied ^ fehlt, so folgt aimaohst 

(C.) Kl = '■ 

754] Die Fuadamentalgleichung 

— o> <^u * * * 

<^ 23 ••• 


^in 




biingen wir in die Gestalt 

(D.) (- 1 )“ oj" + a. o>"~' 4 - a, co”"* + •■• + «„_,<« + 5 = 

Nun. ist bekanntlich. 

(E.) «, = 

wenn mit B, eine Hauptunterdetenninuiite Ordituug (ii‘r Dctmuinante |«„1 
bezeichnet wird, und wenn dm Summation in (K.) Kich aid dii- Humintlichon 
Hauptuntexdeterminanten Ordnimg lieziaht. 

Wenn wii, wie im Folgenden stctK, dmi f.onjxigirton Wort It ctntT (iri'iHsc 
a mit a' bezeichnen, so bat miscrcr Voniussetzuiig gcmilss die (llciclmiig (D.) 
mit der Gleicbung 

(Dj.) (-1)” (o"+(-i)”a;_i o’*-* -i C-ira;-'' + 1 - 

sammtlicbe Wurzeln gemeinschaftlich; daher ist 

( 1 .) ak == 

und hieraus ergiebt sich nacb Gleicbung (E.) 

(E.) EB*==s-8;-*- 


ffe - 


(i =3 1 ^ 2 , ») 
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Die analogen Gleichungen gelten unserer Voraussetzung gemass for jede Sub- 
stitution, welche u^, duicb einen beliebigen Umlauf erfabren. 

1st (bj^) eine Substitution, welche durch einen Umlauf V 

erleiden, so betrachten wir die Substitution, welcher durch die 

Umlaufe U^C,V, in dieser Eeihenfolge nach einander angewendet, unterworfen 
werden. 

Sei 
( 2 .) 
wo wir 


i^kt) — 

U, 0 ... 0 1 


0 A, ... 0 


0 0 ... A. 


(3.) (A) = 

gesetzt haben. 

Es ist alsdann 

( 4 .) Cm = akAik+ + ■■■ + (ikniniK- 

Die inverse Substitution von (c^j) ist 


( 6 .) 

Nun ist 


(Cm)-' = (%)-'• 


( 6 .) 



'A. . 

A 

(%) ^ — 

• • 

• • 


. A« • 



Ax • 

. 2m' 

{hr = 

• • 

• • 


.A« • 

7? 


■0,. . 

• Ax' 

{hd ^ ~ 

• • 

■ • 



• An, 


[7S5 


WO bez. die zu a^, gehorigen Unterdeterminanten (n-ij 

Ordnung der Determinanten \a^\^ |?)g|, |Cjj| bedeuten. 

Es ergiebt daher die Gleichung (5.) 

Oh = + A, A7‘ + • . • + A» C- 


( 7 -) 
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Wir wolien die Gleicliung (F.) insbesondere fur = in Betracbt 

zieben. Sie lasst sicb alsdann in die Form bringen 
(8.) ■ a,, + «,, + • •• + «»» = A[, + A'„ + - + 

Da eine analoge GleicbuBg fur jeden beHebigen Umlauf, also auch fik die 
Aufeiaanderfolge UCV gilt, so ergiebt sicb aus den Gleicbungen (4.) und (7.) 

(9.) S 

Allgemein wiixde fur die Substitution 

welolie dem Umlanf U, dem r-fach wiedeiholtcn Umlauf C und dem Umlauf 
F in dieser Reihenfolge angewendet, entspricht, Rich ergebun 


(9a.) 




fiir jeden beliebigen ganzzabligen Wertb von r. 

756 ] Setzenwirr = 0,1, 2,. bo folgt aus dem entHtdumden Systema 
von Gleicbungen, da A., von einander versdueden smd, 


( 10 .) 




1 1 I j 2, ... I tt'l 


Da diese Gleicbung fiir zwci belicbigc .Suhstifutioncu drr (irupin! misiirer 
Differentialgleicbung bestebt, so kdnucn wir in derstdlMm 

( 11 .) , (hi) = 

also 

hu — 0, I'tir k f I, 


0, fill* k -j- I, 

H 

setzen. Wir erbalten alsdann aus Gleicbung (10.) 




(&.) 


A’ 


a„. 


, «) 


Da diese Gleicbung fiir jede Substitution der Gruppe Inssteht, so folgt 
also fiir die Substitution 




tJBEK .EINE KLASSE LINEAKER HOMOGENER DIEFERENTIALGLEICHUNGEN. 223 

(®m) — (®m) (^0 (^m) 

(12.) JSg = gg, (Z = 1,2, . ..,«) 

d. it. nach. den Gleicliungen (4.) und (7.) 


(13.)- 




(Z=l,2,...,«) 


■^ip^pi — ^ip^pf 


\Z = 1, ...,«/ 


also in Folge eines ScMusses, dex dem an den Gleichungen (9.) nnd (9a.) 
gemachten ScMnsse analog ist, 

(H.) 

Fiir 

, . j ihi) = (%)'S d.li. 

1 (^w) ~ (-^sk)) i^a) — (®a) 

ergiebt sich ans (H.) insbesondere 

(Hj.) 

Fiir 

(15-) (^w) ~ (%) 

ergiebt die Gleichung (H.) 

(H.) 


/ z = i,...,»\ 

\p = 1, ...,«) 


= a,pO^. 


/ Z = l,...,n\ 
\p = l,...,n) 


Fiir 

(16.) 


also 


folgt 


(17.) 


(^a) — (%)(^’^)(%)j 
&iz = % <^ilK + «S2 «SZ + • • • + «to «nl » 

(J5;,) = iA^){rnUB), 

-^kl *' "t ■'^2! ^2 + • • ■ + Ajij^ A„^ , 

-^Zp [-^PI -^iZ + -^P2 h Ap^ A„i Xn] 

'Ip [®pi ^1* "I" ^Pi ®2Z + ■ ■ ■ + ®pn ®nZ J ’ 


[757 


a, 


und hieraus wieder durch einen ScMuss, der dem an (9.) und (9a.) gemachten 
analog ist, 


'p — i,..., 
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Venn die Integrale ... der GleicKeEg (A.) nael emem Umlaufe U sioh to 

(18.) = a^,u, + a^u, + - + aim»n 

verwaEdeln. eo gehen fie conjugirteR Wetthe 5. dieeer lategralo m 

(19.) Mj = «»<+••■ + 

Tiber. 

Wir bilden nunmehr die bilineare form 

(j) cp = A^u^u[ + A^u^Ufi — + -4«MbWb 

n rrL • 4 .^^ A A iind wctideii auf dieselbc die einom 

mit constanten Coefficienten ..., A. wumteu^ , , , 

Umlaufe U der Variablen entsprechendeii Substitutioueu (IS.), (l‘.t.) uii, als- 
dann geht 9 iiber in 

I ft 1 y , j fi\ 

(JJ 9 = \t I,.. .,nj 

WO 

(20.) Ph = A^ a'a + A^ «« + • • • + d „ ■ 

Wir bestimmen nunmehr yl,, .4^, . . ., .d,, den {lU-ielmiigen 

(K) A = 0, l‘n = ‘h • • M “ '* 

gemass, aus welch en sich ergiebt: 

, ■d/. -di, _ jl- 1, 

A, a„ 

Aus den Gleichungcu (H,) ihl.gt:, <iass die \ erh;■ilt^i^sr der GriisHeu 


Substituiren wir dies 

ie Werihe in , so ergi»‘ht, sieh 

,/i| 




V » .-I' 

,k I 


(21.) 

»• 

1! 

1 


Nun ist 





flji A,„ 




A A A .,,1 A 1 ^ I ^ i, I 


‘1 -^^ip 


f'yi % 


gemass den Gleichungen (H,.), (H,.). 

758] Ferner ist nach Gleichung (Hj.), fur a = 1, 
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folglicli wird 

fljp a,; ftpt Ajpi a^i 

«pi ~ ~ ^ii ’ 

woraus hervoxgeht, dass die Gleichungen (21.) sich umgestalten in 


( 22 .) 


A 


1st demnach A: =|= Z, so folgt 


(L.) 

wakrend 

also 

Oder 




0 , 


/fc = 1, 
\Z= 1, 



_ «.it 

^Ik 


^ik ^ki 

A 

A, 

~ Ai.aui 


^ki -^ik 



- A^ _ 

A, 



■^x ■ 

au 

A, 



(nach Gl. (H,.)), 




A- 


(M.) 

Werden daker die Verkaltnisse der Grossen 
Gleickungen (K^.) bestimmt, so wird 


A„ ans den 

t n 


d. h. die bilineare Form <p bleibt ungeandert, wenn ^ den Umlauf 
U vollzieht. 

■Wiirden ebenso bei einem Umlanfe V die Integrale sick in 


(23.) Mj. = ^2+ ••• + 

verwandeln, so wiirden die conjugirten Werthe in 
(24.) w,' = + &J2 ^2 + • • • + A'ite K 

iibergehen. 

Bestimmen wir eine bilineare Form 


(Jj.) '}' = + J?3M2*4 ■i 1 

mit constanten Coefficienten derart, dass 

K’ 

Fuclis, mathera. Werlce. HI* 


(K,.) 


A 


29 
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SO folgt aus der Gultigkeit der Kelationen (G.), (H,.), (H,.), (H,.) fur die 
einem beliebigen Umlauf entsprecbenden Substitutioneu, dass die Sorm (j> 

durcb den IJmlauf V ungeandert bleibt. , , 

Aber aus den Gleicbungen (H.) folgt fiir l=i,p = h, nach Gleicbung 

(nach Gl. (Hj.)), 


(nach Gl. (K,.)). 


JSu _ 

«x» 



-dh 

<*xi 

S, _ 






~ A, 


759] d. h. 

(N.) 

Demnach ist die Form <h bis auf einen constanten Factor mit 
der Form <p iibereinstimmend. 

Wir erhalten also den Satz: 

Ist fiir jeden beliebigen Umlauf der Variableu c urn einen 
oder mehrere singulare Punkte der Gleichung (A.) diti zugehdrige 
Fundamentalgleichung so beschaffen, dass sic durch die reci- 
proken Werthe der Wurzeln derjenigen Gleichung befriedigt 
wird, welche aus ihr durch Verwandlung der Ceeffinenten der 
verschiedenen Potenzen der Unbekanntcn in Hire eeii j ugirtim 
Werthe hervorgeht, und gicbt es iiberdies \viniigst<“u.s zu einem 
Umlaufe eine Fundamentalgleichung, deren \\ urzelii die .MimIuIu 
1 besitzen und von einander verscliieden Kinii, se giebt es inne 
aus den Elementen eines Fundameutalsy stems v.in Integrulen 
■ ■ ■ , conjugirten 'iVcrthen •••1 g^bildete 

bilineare Form der Gestalt 

cp = A, !<' + ••• + 

deren Coefficienten von unabhiingig sind und reuie Werth- 
verhaltnisse besitzen, und welche fiir alie I mliiute der \;iria- 
blen ^ ungeandert bleibt. 

2 . 

Wir setzen jetzt umgekehrt voraus, dass cs eine aus eimmi iMUidumeuliti- 
system von Integralen der Gleichung (A.) und aus <len eunju- 
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girten Wertlien u[^u^j ---vK g^bildete bilineare Form cp giebt: 

(!•) = G=l;:;:;3 

deren Coefficienten Q'*'“ von g unabhangig, und welcbe dtirch keinen 
Umlauf von 0 verandert wird. 

trberdies seien fiir wenigstens einen Umlauf die Wurzeln A, ;i , .... A 
der zugehorigen Fundamentalgleichung von einander ve'rschieden, und ihre 
Moduln gleich 1. Das dieser Fundamentalgleichung entsprechende Funda- 
mentalsystem baben wir mit u^, u^, bezeicbnet, Wir machen endlich 

noch die Voraussetzung, dass zwischen den Grossen u^u[ nicbt eine lineare 
homogene Relation mit constanten Coefficienten stattfinden konne. 

Der Voraussetzung nach soil [760 


( 2 .) 




sein, woraus ebenfalls nach der Voraussetzung sich ergiebt 


d. h. 


= 0, 
= 0. 


( 3 .) 

Demnach ist 

(4.) <2®'" = 0, fiir I 1. 

Es muss also 9, um den Voraussetzungen gerecht zu werden, die Form 
haben 

Wenn durch den Umlauf U die Integrale die Substitution {a^ 

erleiden, so muss der Voraussetzung zufolge sein 

(F -) ^ (os = 1, ^ = Ij . ..,MJ a =|= P) 

und 

(M .) .4j 0 ,.^^ 

Fiir einen festen Werth von a und fiir 

j3 = 1, 2, ..., cc — 1, a + 1, 
ergeben die Gleichungen (K'.) 


(“= 


n 


(k;.) 


A, 


■di -^la 


A[„ 


(Tc — 1, 2, . . . , n) 


29 * 
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Jk. 

(5.) 

i; 

^kf 


Aus (K;.) folgt 


Oh, 

Jk 


A, 

Oh, 


und aus (5.) 

•^k 

fljy 

,ik. 


A 

^kf 

A'lf 

Demnach ist 



d* 








Oder 




(h;.) 

Aly A 'i_^ 




761 ] Vertauschen wir in den Glcichimgen (!<'.) « mit {i, ho folgt cbenno 
Gleicliung (K[.) 

A^ __ a,., 


(6.) 'A, " 

Aus (K;.) nnd ( 6 .) ergiebt sicli 
0-) 


*^ktt l 


4 ^*1.1 'ba 

it ! 


Substituiren wir die Wertbc aus (<;.) in (1^1'.), h.* .wgioiit Hi.-h, .bi 

... 

j..« 

also 

A, .1, 

Aus ( 6 .) folgt 


'*1,. 


,‘^a /*!<• *b..( _ 

A I A I., 

Durcb Vergleicbung mit ( 8 .) crbalton wir nlsn 

(G'O - «:.• 

Aus (K'.) folgt daber auch 

A„ _ 

"A, “ AL 


( 9 .) 



UBEK EINE KLASSE LINEARER HOMOGENER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN. 


229 


Durch Vergleicliuiig von (8.) und (9.) ergiebt sicb also, dass 4®- real isL 

A-i 

d. h. es ist 


A' 


A’ 


Oder 


( 10 .) 


®la A^a ^la A^cc • 


Daher geht die Gleicbung (7.) fiber in 

(^l*) ^JiCcAj^ 

Setzen wir in Gleicbung (H'.) k = y, I = a, so erhalten wir 


( 11 .) 

also nach (G’.) 

(h;.) 


4' 4' 
A' A' 

*^yy "^aa 




^yy ^aa 


.1. .. »■ ff f! 

■^ycc-^ay '^ya'^ay' 


Die Glieder einer Hauptunterdeterminante von haben die Form 


±A',,A’i,A;^y..., 


wenn ... die Diagonalgiieder sind und a, /3, y, . . . eine Permutation 

von bedeutet. 

Nun ergiebt die Gleicbung (H'.) fur a — I, y = 1 , 


[762 


( 12 .) 

also nacb (G'.) 

(13.) 

Oder nacb (H'.) 

(14.) 

Daber ist 

(15.) d: Aj^a Agi A„y ■ 






A' — 

-^Jci 



A'li 

11 

1 

A’ 4 / 


''la '■'-il 




A/it Ate All A, a A„ii A 


ty ■ 


^hi ^la ^1/3 ^ly * • 


Da aber a, y, ... eine Permutation von Jc, I, m, ... ist, so combiniren 
sicb im Zabler A[, mit A[^ mit -4'j, mit u. s. w., ebenso im 
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Nenner % mit mit u. s. w., also ist nach (H'.) 

( 0 .) — 

I. Demnacli ist jede Hauptunterdeterminante der Detormi- 
nante \A'^\ gleich der entsprechenden Hauptunterdeterminante 
der Determinante \a^\. 

Sei nunmehr \gj^\ eine beliebige Determinante von Elementen mit dem 
Wertbe 1, \ Gj^\ die Determinante aus den adjungirten Elementcn, so ist be- 
kanntlicb eine Hauptunterdeterminante j)*®' Ordnung der Determinante 
gleich der Hauptunterdeterminante (w —/>)**' Ordnung von welche die- 

jenigen Diagonalglieder ausschliesst, deren Indices mit donen der Huupt- 
unterdeterminante von [ G^^ | ilbereinstimmen. 

Demnacb ergiebt sich aus dem Satze L: 

IL Jede Hauptunterdeterminante (n— p)‘*' Ordnung der De- 
terminante ]a'^| ist mit derjenigen Hauptunterdeterminante 
Ordnung der Determinante iibereinsti mmend, welche die 

Diagonalglieder mit denjenigen Indices, die in der erstcren 
Hauptunterdeterminante auftreten, ausschliesst. 

Nach den an den Gleichungen (E.) und (F.) in No. J gmnacdttcn .S{;hiussen 
ergiebt sich also: 

Die Fundamentalgleichung 


( 16 .) 


^11 


■ • "... 



* ^ 

• 

. 

* . 

• 


. . 




‘oken Werthen 

dor Wmz 



• * ^^-ni 


— «> . 

* • 

• 


• • 

• 


• • 


* 



befriedigt. 
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Wir erhalten daher den. Satz: 

III. Wenn es eine aus einem Fundamentalsysteme von In- 
tegralen der Gleichung (A.) und den conjugirten 

Wertlien w', w' gebildete bilineare Form mit constanten 

Coefficienten giebt, welcbe durcb die sammtlichen Umlanfen 
entsprechenden Substitutionen der Gestalt 

+ aijMjH l-Oia^n) /t. _ , o A 

ungeandert bleibt, und wenn uberdies wenigstens fur einen Um- 
lauf die Wurzeln der zugehorigen Fundamentalgleichung von ein- 
ander verscbiedene Grossen mit den Moduln 1 sind, wenn endlicb 
zwischen den Grossen keine lineare homogene Felation mit 
constanten Coefficienten Statt hat, so hat die zu jedem Umlauf 
gehorige Fundamentalgleichung die Eigenschaft, durch die reci- 
proken Werthe der Wurzeln derjenigen Gleichung befriedigt zu 
werden, welche aus ihr durch Vertauschung der Coefficienten der 
verschiedenen Potenzen der Unbekannten mit ihren conjugirten 
Werthen hervorgeht. 

Dieser Satz bildet die Umkehrung des Satzes am Schlusse der No. 1, 


3. 


Sind die Coefficienten der Differentialgleichung 


(a.) 


dJ'w 




d” 


H t I t Hi j„n—2 t • • • + Sn ^ ® 


eindeutige Functionen von a, so fiihrt die Substitution 




— 

w = e ti 


dieselbe in eine Diiferentialgleichung der Form 


(^•) + = 0 

mit ebenfalls eindeutigen Coefficienten fiber. 

1 st fur irgend einen Umlauf TJ die auf (a.) bezfigliche Fundamental- [764 
gleichung 

( 1 -) 
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wd dtaefte dutch die recipiokeu Werthe der Wumdu d« GHoUuuf 

™ a= 0 

befriedigt, so mussou die Coeffioieutcu vou (..) mit den ..nt»,n-ochoud„„ Oc 

efficienten der Gleichung ^ 

/ X I- IV r/- + ... + (- 1)M- + V = 


iibereinstimmen; es 


ninjmt (ilcirhun 


oriii nti 


Wegen der letatcn (xleichun: 


A die Huu}dd.'trmiinut»tr einen Funduineiitulsysteraa 
niir («. K *'i> int*) 


Naoh dem Umlanfe U gelit nun ^ nl 
aiesen llmlauf mil idn- r 


hat. IHi- /.VI di'iiiHelheu 

.iliilricliitim bmicl daher 


deren Modul nacli (xii’icliuii 
Umlauf U gehorige uuf (A. 


welcTae mit der Gleiclmng 


gemass den Gleielmngeu (Hu.) iunl (li.) 

Wenn daher fiir ulle rmliiufe voji 
76s] mentalgleichimgen durcdi die reeijjrfikt 

*) Yergl Ceelles Joimal, Bil $6, S. C3J*)* 


1) AIjIi, TI, Se 166, Baad I diftitt ittfgak®. II. f, 
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Gleichiingen befriedigt werden, welcbe aus ibnen durcb Verwandlung der 
Coefficienten der sammtlichen Potenzeu der Unbekannten in ihre conjugirten 
Wertbe bervorgehen, so baben die auf (A.) beziiglicben Fundamental- 
gleicbnngen dieselbe Eigenscbaft. 

I. Der Satz am Scblusse der No. 1 gilt daber fiir eine Diffe- 
rentialgleicbung der Form (a.) ebenso wie fiir eine Differential- 
gleicbung der Form (A.) 

Wenn wir umgekebrt voraussetzen, dass eine aus einem Fundamental- 
system von Integralen der Gleicbung (a.) und aus ibren con- 

jugirten Wertben it;' w', w' gebildete bilineare Form mit constanten Co- 
efficienten existirt, welcbe durcb keinen Umlauf von s verandert wird, und 
dass mindestens fiir einen Umlauf die zugeborige Fundamentalgleicbung von 
einander verscbiedene Wurzeln mit den Moduln 1 besitzt, dass endlicb zwi- 
scben den Grossen keine lineare bomogene Delation mit constanten Co- 
efficienten Statt hat, so ergiebt sich, wenn wir Schritt fiir Scbritt die Schliisse 
der No. 2 verfolgen, an Stelle des dortigen Satzes I. der Satz; 

r. Jede Hauptunterdeterminante j?*" Ordnung der Determi- 
nante |A^| ist gleich dem Producte aus der entsprechenden Haupt- 
unterdeterminante der Determinante und 

und an Stelle des Satzes II. daselbst der Satz: 

ir. Jede Hauptunterdeterminante (ra— Ordnung der De- 
terminante |A'^| ist gleicb dem Producte aus und derjenigen 

Hauptunterdeterminante Ordnung der Determinante welcbe 

die Diagonalglieder mit denjenigen Indices, die in der ersteren 
Hauptunterdeterminante auftreten, ausschliesst. 

Die auf (a.) beziigUcbe zur Substitution, (a^^) gehorige Fundamental- 
gleicbung ist aber der Form 

wo dieselbe Bedeutung wie in Gleicbung (E.) hat. 

Aus dem Satze IF. ergiebt sich 

( 9 .) = 

1 I 

welches die Bedingiing dafiir ist, dass die GleichuBg (8.) durch die reciproken 

Eticlis, watliem. Werke. III. 


i 
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Werthe dex WuxEeln de^eMgea Gleichung, «lohe aus ihr Ve^and- 

Inng der Coefflcienten dei dlnljekanjiteii m die conjugirten Werthe heivoi- 

geht, befriedigt wird. 

7661 Hieraus folgt: . Tt-ir a.- i 

m Der Satz III. ia No. 2 gilt daher fur erae Differeatial- 

gleiehung der Eorm («.) ehenso wie fur eiae Differeatialgleichuag 
der Form (A.). 


^+p^'4 + ...i.p„u^0 


^ 2 .) z — x + yi, 

wo X und y real. Wir setzen ebenso 

( Ih — ^k+ Qkh 


(3-) ( tt — |+r,i, 

wo Pj, Qj, I) ■'1 Functionen der realen Variabeln x, y sind- 

Die Gleichung (1.) zerfallt alsdann in die beiden Gleicbungen 


+ Jlk\Pk i^n-A' Qk Qg.n~k + »6 A 




Durch Elimination, bez. von -/] und von | erlialten wir auH duisen bmden 


Gleicbungen: 






Ersetzen wir in (6.) durch — und in (7.) dutch bo er- 


halten wir 
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a»| 




(6a.) 


a”7i - a" 7) 


dx 








Demnach genugen | und v), folglicti auch ^^ = |4-7j^ und [767 
2 i'=|— 7]i derselben Differentialgleichung 


d”m 


a«oj <^1 


an-i. 


(la.) + = 0 , 

deren Coefficienten reale Functionen der realen Variablen a:, ?/ 
sind. 

Umgekehrt geniigt jede monogene Function von cc + yi, welche 
die Gleichung (la.) befriedigt, aucb der Gleicbung 




d. h. 


(Pn-Qni)^ + (P.-QJ)'E,XPu+Qni)h^- + {Pl+Ql)^o = 0 , 


dx” 


Oder endlich 


d”w d” 

^ = 0 , 


welche mit der Gleichung (1.) ilbereinstimmt. 

Wenn es demnach eine aus den Elementen eines Fundamentalsystems 
von Integralen .. ., der Gleichung (l.) und ihren conjugirten Werthen 

m', ..., gebildete bilineare Form mit constanten Coefficienten giebt, 
welche bei beliebigen Umlaufen der Variablen s ungeandert bleibt, so wircl 
diejenige Differentialgleichung, welcher die Quadrate der Integrale 
der Gleichung (la.) genugen, durch einwerthige Functionen von 
X, y befriedigt. 

5. 

Indem wir nunmehr zu besonderen Fallen von Differentialgleichungen 
ubergehen, welche zu der in den vorhergehenden Nummern charakterisirten 
Klasse gehoren, betrachten wir zuerst diejenigen Differentialgleichungen, deren 

30* 




Integxale far jeden Werth der unabhangigaB Vaxiablen . nur ainc aadHche 

Araahl Ton ^ um einen Oder mehrere singulaia 

iBt U em der zn diesem Umlonf gehorigen Funda- 

Punkte und <0 irgen Integral u der Differentia^leichting, 


iibergeht. , ^ ^ ^ TTmlaufes nur eine endliche Aiwahl von Zweigcn 

Da die Wieder 0 ung ^ ganzzahlige Wurzel der 

der Functioji Gleictan’g, walahe ana der Fundamontalglaichung 

Einheit sem. Drejemge der verachicdencu Po.enzan der Unbe- 

' rrU“Bi"e"“ 

'™ 'ben •Wertbo der Wurzeln der Eundameiitulgleielnmg helnedigt. 

’°'”*’Ans dem Satze I', der No. 3 ergiebt sieb also das folgende TY'"'"'; 

I Sind dieintegrale einer linearcn homogeuei, I .Ife.en la - 
gleichung nait eindautigen Ooeffieiontcn siunmtl.eh eudh<;l'- 
trtbige Functionan der unabhangigen Var.al. en -■ «ud s.nd 
bbardiL wanigstens fur einen Umlauf von .he Wurzeln ,ler 
gehorigen Fundamontalgleiehung verselu.Mlen, so g.el,t en,e 

aus ainem Fundamentalsystom von Integralen »,, » ’ 

den oonjugirten Waithen gelnhl.h.,- lMl..M....e .. 

der Gestalt ^ 

(p = A, ?.<, u[ + A, « 3 1 /, + • • • + An w„ «„ 

/•■. ££■ ,1 Ari‘n Wert hvi-rliiilt n i «s(> real — , 

mit constanten Coeffxcienten — Uticn 

welche bei alien Umlaiifcn von 2 iingeiindert blnht. 

Als Corollar zu diesem Satze ergiebt sicli: ^ 

II 1st eine lineare homogenc Differentialglcirhuug « Ord- 
nung algebraisch integrirbar, und hat wenigstf-n.H iur rnieu Um- 
lauf die zugehorige Fundamentalglcichung ungleirhe urzcln, 

*) Ckelles Journal, Bd. 66, S. 182^)- 



1) Aloh.VI, S. 171, Banal aioser insgalje. B. f. 
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so giebt es eine atis einem Fundamentalsysteme von Integralen 


Wj, Wj, und den conjugirten Wertben «t', 






gebildete 


bilineare Form 




mit constanten Goefficienten deren AVertbverhaltnisse real — ^ 
■welche bei alien Umlaufen von z ungeandert bleibt. 

In einer Notiz*) hat Herr Picard, davon ausgehend, dass fur diejenigen 
algebraisch integrirbaren Differentialgleichungen zweiter Ordnung, welche dnrch 
GAUsssche Keihen befriedigt werden, eine bilineare Form 




— um unsere obigen Bezeichnungen anzuwenden — , in welcher A und [769 
C real und B und B' conjugirte complexe Grossen sind, durch die Funda- 
mentalsubstitutionen in sich selbst verwandelt wird, die von Herrn Jordan 
gegebenen Typen von Fundamentalsubstitutionen der algebraisch integrirbaren 
Differentialgleichungen dritter Ordnung, von dem ersten Typus abgesehen, in 
die bilineare Form 


eingesetzt und gefunden, dass, mit Ausnahme des Falles des vierten 
Typus, die Form cp durch die Fundamentalsubstitutionen in sich selbst ver- 
wandelt wird. 

Wir bemerken hierzu das Folgende.' Da im vierten Typus eine Funda- 
mentalsubstitution 

/T 0 0\ 

I 0 T-‘ 0 I 
\o 0 1/ 

vorhanden ist, wo x eine primitive Wurzel der Gleichung x® = 1 , und die zu 
dieser Substitution gehorige Fundamentalgleichung also verschiedene Wurzeln 
hat, so muss nach unserem Satze II. dieser Nummer auch fur den vierten 
Typus eine bilineare Form 

*) Bulletin de la Socidtd Mathdmatique, t. 15, p. 154, 20 Avril 1887. 
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existiren, welche durcli keine der Fundamentalsubstitutionen des Typus 
andert wird. 

In der That ergiebt die Kechnung, dass 

wo a eine reale Grosse ist, die angegebene Eigenschaft hat. 

(Portsetzimg folgt)^). 


ver- 


1) Dies# Fortsetzung’ ist nicht erschienen. B, P. 


ANMERKUNGEN. 


• 

1) Anderungen gegen das Original. 

Es wurde gesetzt: 

S, 219, Zeile 11 v. u. gehSrige statt zugehorige, 

„ 222, „ 9 V. u. derselben statt dieselbe, 

„ 223 wurde vor Gleichung (17.) »folgt« eingefugt, 

„ 224, Gleichung (21.) statt 
„ 225, Zeile 10 statt P/Ji, 

„ 226, „ 1 und 9 v. u. und an anderen Stellen »den< statt »ihren«, 

„ 229, „ 12 V, u. eine Permutation von Z,m, ... bedeutet statt Permutationen von 

Ic, I, m, . . . bedeuten, 

„ 230 und 233 im Wortlaut der Satze 11. und IP. denjenigen Indices, die in der ersteren 
Hauptunterdeterminante auftreten, ausschliesst statt denselben Indices wie 
die der ersteren Plauptunterdeterminante ausschliesst, 

„ 232, Zeile 6 wurde >es ist« eingefugt, 

„ 234, 5 , 13 Wir setzen statt Setzen wir, 

„ 2 V. u. Ersetzen wir in (6.) statt In (6.) ersetzen wir, 

„ 236, „ 11 wurde i^also« nach dem Worte »Gleichiing« gestrichen. 

2) In seiner Note »Sur les formes quadratiques ddfinies h inddtermindes conjugu^es de M. Hermite« , die 
am 20. ,Tuli 1896 der Acaddmie des Sciences vorgelegt und in den Comptes Rendus, t. 123, 
B. 168—171 veroifentlicht worden ist^), berichtet Herr Alfred Loewy iiber Untersuchungen , die mit 
den in den Nummern 2 und 6 der vorstehenden Abhandlung enthaltenen nahe Beriihrungspunkte haben, 
jedoch in einigen wesentlichen Punkten ixber sie hinausgehen. ~~ Wie sclion aus der Datirung unzweifel- 
haft hervorgeht, sind diese Untersuchungen des Herrn Loewy ohne Kenntniss der FucHSschen Abhand- 
lung LXY, also von dieser vollig unabhiingig gefixhrt worden. — In der erwahnten Note stellt Herr 
Loewy u. A. einen algebraischen Satz auf, der die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafilr 
angiebt, dass eine lineare Substitution mit ihrer conjugirt imaginaren eine bilineare Form mit con- 
jugirt imaginaren Variabeln und nicht verschwindender Determinants in sich selbst transformirt , und 
der, wie der Herr Verfasser (Nova Acta, Abhandlgn. der Kaiserl. Leop.-Carol. Deut- 


1) Aut diese Note l)ezielit sich die folgende Abh. LXVI. 
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schen Akademie der Naturforscher, Bd.LXXI, 1898, S. 384 und Mathcmat. Annalen, 
Bd. 50, 1897, S. 559) bemerkt hat, den FtrcHsschen Satz III. der No. 2 (bezw. Ill', der No. 3) als 
specielien FaU enthalt. In der That ist bei dem Beweise, den Fuchs in der No. 2 fur seinen Satz 
giebt, stillschweigend vorausgesetzt, dass die Determinante der Form tp (61. (J'.), S. 227) nicht vcrschwindet. 
Die Angabe am Schlnsee der No. 2, dass der Satz HI. dieser Nummer »die Umkchrung des Satzes am 
Schlusse der No. 1 bildetc trifft also nicht zn, da aus den Bcdingungen des Ictztercn Satzes, wic sich an 
Beispielen zeigen lasst ^) keineswegs folgt, dass die Coefficienten Ag , A , , . . . , A,, der h onn ^ summtlich 
von Null verschieden sein mussen. — Diese letztere Bemerkung iibertragt sich natiirlich auch auf die 
Schlusse, die Fuchs in der No. 6 fiir den FaU der endlichen Gruppen linearcr Substitutionen gezogen 
hat, indem daselbst (Satze I. und II., S. 286, 237) unter der beschrankenden Voraussotzung , dass die 
endliche Gruppe mindestens eine Substitution enthalt , deren h undamentalgleichung lauter ungleiche 
Wurzeln besitzt, nur gezeigt ist, dass eine solcho Gruppe eine Form 

d" • * • “h 

mit realen Coefficientenverhaitnissen in sich selbst transformirt, woboi es aher, da sogar eine vor- 
schvfindende Determinante haben kann, nicht ausgeschlossen ist, dass diese Form 9 fdr von Null ver- 
schiedene Werthe der verschwindet. 

Dagegen enthalt die Note des Herm Loewy den Satz, dass jedo endliclio Gruppe linearer Huh- 
stitutionen eine definite HEKMiTEschc Form in sich selbst transformirt. 

Die AufsteUung der invarianten IlERMiXEschen Form, die zu dem vicrtcii Typus der algcdiraisch 
integrirbaren linearen Differentialgleichungen dritter Ordnung gehdrt, ist den Arheiten von Fituh und 
Herrn A. Loewy gemeinsam. Hcii. 


*) Herr Loewy war so gfttig, loair am 25. Juli 1207 briejlicL oin solcbet Belspiel 


LXVI 


KEMARQUES SUR TOTE NOTE DE M. ALFRED LOEWY*) INTITULEE: 
«SUR LES FORMES QUADRATIQUES D^FINIES A IND^ITERMIN^IES 
CONJUGTJ^IES DE M. HERMITE).. 

(Comptes rendus hebdomadaires des stances de I’Acad^mie des Sciences, 1. 123, 
Paris 1896, p. 289—290; Stance du 3 aout 1896.) 


Je viens de lire dans les Comptes rendns la Note dont il s’agit. [289 
M. Loewt enonce sans demonstration ce tbdoreme, qu’il correspond a tout 
groupe lineaire d’ordre fini a n variables nne forme quadratique ddfinie a 
inddterminees conjugudes, qui est transformde en elle-meme quand on effectue 
les substitutions du groupe d’ordre fini sur les variables. 

Je crois devoir faire remarquer que ce theoreme n’est qu’un cas special 
des resultats d’un Mdmoire que j’ avals publid dans les Sitzungsberichte 
de I’Academie de Berlin (9 juillet, p. 753 — 769 ^)), intitule «Sur une classe 
d’ equations differentielles lineaires et homogenes». 

Dans mon Memoire, j’ai demontre les deux theoremes suivants: 

»I. Soit donnde une equation ditferentielle 


(«.) 






+ <?„«> = 0 


dont les coefficients sont des fonctions uniformes de la variable s. Si, [290 
pour toute rotation de la variable z autour d’un on de plusieurs points sin- 


*) Comptes rendus du 20 juillet 1896, t. CXXIII, p. 168—171. 


1) LXV, p. 219 et auiv. du pidaent volume. R. F. 
Fuolif, mathem. Werlce. IH. 


SI 


242 EEMARQUES SUE UNE NOTE DE M. AUFBED LOEWY. 

guliers de I’dquation («;•)> 1’ Equation fondamentale qui y appartient est satis- 
faite par les valeurs idciproques des racines de I’dquation rdsultant de I’dqua- 
tioE fondamentale par le cliangement des coefficients des puissances de 1 in- 
connue dans leurs valeurs conjugudes; si, de plus, au moins pour une de ces 
rotations, les racines de I’dquation fondamentale qui y appaiticnt sont diffe- 
rentes entre elles et ont toutes le module un, il existc unc foinic bilincaire 
ip, composde des eldments d^un systeme fondamental d inti gi tiles dc 1 (equation 
(«.) 0 )^, < 0 ,, et de leurs valeurs conjugudes u>', «>', 

(p = Aj U), o)' + Aj 0)j (Oj ^ i- 

a coefficients rdels et inddpendants de z, forme qui n’est alterdc par aucune 
rotation de la variable a.« 

Inversement: 

»n. S’il existe une forme bilindaire composee des dk'nients d’un systeme 
fondamental d’intdgrales de I’dquation (a.) to,, lo^, . . o)„ et (ie leurs valeurs 
conjugudes to', o', ..., to',, a coefficients inddpendants tie si, lui outre, pour 
une, au moins, de ces rotations, les racines dc rdtpialion t'lmdunientale qui 
y appartient sont diffdrentes entre elles et ont toutes It' inotliile im; si, entin, 
il n’y a pas une relation lindaire et homogenc a coeftifieuls ctmsfants entre 
les quantites o^o', alors I’dquation fondamentale tjui appartient a chatiue 
rotation de la variable ^ est satisfaite par les valeurs reeiprotpies dtas ratlines 
de I’dquation rdsultant de I’dquation fondainentale par le eliaugement des 
coefficients des puissances de I’inconnue dans leurs valeurs eoujugui'es..' 

Dans le no. 5 de mon Memoire nientionne, je di’iuoufre tpie les dtjua- 
tions diffdrentielles lindaires et homogenes dont les intt'grales n out. tju’uu 
nombre fini de ddterminations , et spdcialemcnt les etpiations diliV’rt'niielles 
intdgrables algdbriquement, rentrent dans la clussi* di's (>(juafi<uis («.) pour 
lesquelles il existe une forme bilindaire a indctcrminees c.oujugudes tpii n'est 
altdrde par aucune rotation de la variable. 


ANMERKUNG. 


Zu den Theoremen I., II. vergl. die Anmerkung zur Abhandlung LXV. Mit Riicksicht auf die 
daselbst in Bezug auf die Stae I., II. der ISTo. 5 der Abli. LXV gemacbten Bemerkungen i), kann die Angabe 
der Yorstehenden Note , das Theorem des Herrn Alfred Loewy sei nur ein specieller Fall der Resultate 
der Abhandlung LXV., nicht aufreclit erhalten werden. Sch. 


1) Vorgl. aucli dio B'usanoto dos Herni A. Loewy, Matliemat. Annalen, Bd. 50, 1897, S. 561, 562. 


31 * 
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BEMEEKUNG ZUE VOESTEHENDEN MITTHEILUNG 
DES HEEEN HAMBUEGEE^. 

(Journal fur die reine und angewandte Mathematik, Bd. 118, 1897, S. 354 — 355.) 


In meiner Arbeit »zur Theorie der linearen Differentialgleichungen [354 
mit veranderlichen CoefficientenK , welche ich vor Ablauf des Jabres 1864 
vollendete und im Januar 1865 zur Publication im Osterprogramm der stadti- 
schen Gewerbeschule zu Berlin desselben Jabres einlieferte^), und welcbe in 
diesem Journal Bd. 66*) wieder abgedruckt worden ist, babe icb in der ersten 
Nummer den Bereicb fixirt, innerbalb dessen die Integrale einer DiiFerential- 
gleicbung 

dr-’‘y 

dx'^ — Pi +"-+Pmy, 

deren Coefficienten innerbalb eines einfacb zusammenbangenden Flacbentbeils 
T der iC-Ebene nur in einer endlicben Anzabl Ton singular en Punkten un- 
stetig werden, im PTbrigen aber innerbalb dieser Placbe eindeutig und con- 
tinuirlicb sind, sicb nacb ganzen positiven Potenzen entwickeln lassen. 

Wenn es sicb nur darum bandelte zu zeigen, dass fur eine binlanglicb 
kleine Umgebung eines von den singularen Stellen verscbiedenen Punktes 
der Placbe T eine convergirende, nacb positiven ganzen Potenzen von x—x^ 

Neuer Beweis der Existenz eines Integrals einer linearen homogenon Differentialgleichnng (nacb einer Mittbeilung von PAUL 
GtJNTjHEE), Jonrnal L d. r. n. a. Math., Bd. 118, S. 351-853. K, F. 

2) Ahh. V, S. Ill, Band I dieser Ansgabe. E. P. 

8) Ahli. VI, S. 159, Band I dieser Ausgahe. E. F. 
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fortschreiteade Eeihe y von der Art existirt, dass y^ fur x = 

beliebig vorgeschriebene Wertbe annebmen, and dass sie der DifFerential- 
gleichung Geniige leistet, so konnten wir uns auf den fiir beliebige DifFerential- 
gleichungen von Cauchy gelieferten Existenzbeweis berufen. 

Es bandelte sicb vielmebr darum za lehxen, dass fiir die linearen 
Differentialgleichangen die singalaren Pankte der Coefficienten die einzigen 
Stellen sind, wo die Integrale derselben Singalaritaten haben konnen; rnit 
anderen Worten, dass die Eeihe y innerhalb eines als Mittelpankt atnge- 
355] benden bis zam nachsten singalaren Pankte a heranroichenden 
Kreises convergirt. Hierza war erforderlich, in Anlehnung an die C.'AucHYsche 
Methode (mdthode des limites) die Hiilfsdifferentialgleichang (Gl. No. 1 
der citirten Abhandlang ^)) so za wahlen, dass fiir diesc die Darstellbarkeit 
des entsprechenden Integrals innerhalb eines amgobenden bis a heran- 
reichenden Kreises darch eine convergente nach gunzen positiven Potcnzen 
von x—x^ fortschreitende Eeihe zar Evidenz gebracdit werden kunn, woraas 
alsdann nach der Methode von Cauchy dasselbe fiir die vtn-gclegte Difhn-cntial- 
gleichang erschlossen wird. 

In jiingster Zeit hat ein amerikanischer Schriftstellcr’’') lad ( ielegcai licit 
der Besprechang des Baches des Herrn Heffter iiber linean' 1 )ilfer(;ntial- 

gleichangen and des Plandbaches des Herrn Schlksi.nckr di(^ Aufgabc iibiu- 

* 

nommen, das was ich in der Theorie der linearen Dilfereiif ialglei<-.lmngen 
erstrebt habe, za verkleinern. Unter andcrem will dcrscdln? untef Herufnug 
aaf eine Stelle in einer Arbeit des Herrn Thome, Journal fiir die reiin^ and 
angewandte Mathematik, Bd. 66, p. 322, in Bezug auf <len Kxistenziiewads fiir 
die Integrale linearer Differentialgleichangen mir die Prioritat sfreifig juachen. 
Die vorstehende Arbeit von Gunther, wclclu; eine Abiindcrnng der wni mir 
angewendeten Hiilfsdifferentialgleichang enthiilt, gielit mir idn-anlassung bier 
aasdriicklich za constatiren, dass mir vor dem Erscheiimn nitdncr Prograinm- 
arbeit iiber das oben erwahnte Merkmal, welches die linearen Differential- 
gleichangen von den nicht linearen anterscheidet, odor iiber ilen Pmwf.ds de.r 

*) Bulletin of the American Mathematical Society, November IS'JC, Ser. 11, Vol. Ill, No. 2 «ml Januar 
1897, Ser. II, Vot.III, No.4. 


f) Ahh. YI, S. 161, Band I dieser Ausgalio. B. F. 
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CoBvergenz von y innerhalb eines nmgebenden bis zum nacbsten sin- 
gularen Pnnkte beranreicbenden Kreises weder eine Pubbcation, nocb 
auf einem anderen Wege eine Mittbeilung von irgend einem anderen Matbe- 
•tnatiker bekannt geworden ist. 

Es ist librigens bier nicbt der Ort auf die Art naber einzugeben, wie 
derselbe Verfasser aucb nacb anderen Seiten bin durcb Znsammenstellung von 
Scbriften anderer Autoren, welcbe spater als die meinigen publicirt worden 
Bind, mit den letzteren sicb bistoriscbe Daten nacb Belieben construirt. 


ANMERKUNG. 


nderung gegen das Original: 

S. 246, Zeile 6, 7 warde statt »dio einisigcn singulitrcn Stellcn d<;r Iiitfgralfi derfiflliiin sind* dw ge> 
nauere Ausdruck »die oinzigen Stellen siiid, wo die Integralft derstdlxjii Singularitiiten hahen 
kiinnent gesetzt. jj |,’ 


Lxvin. 


ZUE THEORIE DER ABELSCHEN FUNCTIONEN. 

(SitzungsbericMe der Konigl. preussiscben Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 
1897, XXVIII, S. 608—621; vorgelegt am 20. Mai; ansgegeben am 27. Mai 1897.) 


Die Abhangigkeit der Periodicitatsmoduln des Integrals einer ratio- [6o8 
nalen Function des Ortes in einer EiEMANNSchen Flache sowoh.1 von den im 
Integranden als auch von den in den Coefficienten der die EiEMANNSche Flache 
definirenden algebraischen Grundgleicbung auftretenden Parametern kann in 
durchgreifender Weise nur durcb das Studium der Differentialgleichungen er- 
kannt werden, welchen die Periodicitatsmoduln als Functionen dieser Parameter 
geniigen. Ich babe*) nachgewiesen, dass diese Differentialgleichungen linear 
sind, und dass ihre Coefficienten die veranderlichen Parameter in demselben 
Rationalitatsbereiche enthalten wie der Integrand und die Coefficienten der 
Grundgleicbung. Fiir die hyperelliptischen Integrale babe ich bereits**) diese 
Differentialgleichungen in expliciter Form zur Darstellung gebracbt, und fur 
die allgemeinen AsELSchen Integrale die Eegeln skizzirt***), nacb welchen 
sie herzustellen sind. Es erscheint jedoch nicht uberfliissig, fiir die wirkliche 
Ausrechnung Methoden zu entwickeln, welche eine tiefere Einsicht in die 
Beschaffenheit der Coefficienten der Differentialgleichungen gewahren, wodurch 
zu gleicher Zeit die Discussion der Losungen derselben erleichtert wird. 

*)CiiELLEisJournal,Bd.73,S.324ff.*)- 

**) Ebenda Bd. 71, S. 112ff.2). 

***) Ebenda Bd. 73, a. a. 0. ^). 


1) Abh. XIII, S. 348, Band I dieser Ausgabe, R. F, 

2) Abh. YIII, 8. 264 ff., Band I dieser Ansgabe. E. F. 
Fuchs, inuthem. Wcrlce, III. 
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Im Folgenden werden dj«i TewcMedeae ¥erffthranpart 6 » zm Lostu^ 
dieser Aufgabe versucht, voa welchea die beidea eraterm sich im Wesenfc^ 
lichen an diejenigen anschKessen, welche ich bereits fur die hyperelliptischen 
Integrale*) gegeben babe, wahrend die dritte mit der Fnigc iu \erbmdtmg 
gehracht wird, nnter welchen Umstanden das Product oiner rationalen Func- 
tion einer Variablen e und einer algebraischen Ftinctioii dersclbcu Variablen 
zum vollstandigen Differentialquotienten nach z einer rutioiuden Function von 
(z^s) wird. 

Einer spateren Mittheilung solien die aus den gefuudenen Ilemiltaten zu 
ziehenden Schlnssfolgerungen vorbehalten bleibeii. 

609] *• 

Es bedeute s einen Integranden erster <iiittung in finer fine Hlgebraiache 
Function der Variablen z repriwentirendeu KiKMANNHchen Fiiieluj vom Ge- 
schlechte p. Wir wollen voraussetacn, dans mir einfuelu; mul zu von ein- 
ander verschiedenen endlichen Wcrthen 

gehorige Verzweigungen auftrctcn. t berdicK sfien k, ^ von einander 

unabhangige Grosscn**). Den Integranden .v denkeii wir uhh dinlnreh be- 
stimmt, dass derselbe fiir p~t winkiirlieli vnrgeHrliriehene von tittn Ver- 
zweigungswerthen unablu’ingigci (in'isHen 


verschwindet. 

Ist 

( 1 .) 

so ist 


(tt, , ?/,), (Uji/j,), , I 


J 


(fj 

d/."* 


~ I siL , 

j 


lie 


das Integral einer I'ationalcu Function von z und .v. \V'ir Htellen mw zuniichst 


*) Ckelles Journal, Bd. 71, B. 107- Kw untl S, I12ff, 'j. 
**) Vergl. CuELLEs Journal, Bd. 73, S. 825 - 32«’|. 


1) Abi. vm, S. 258-360 nui 8. 284 ff., BuO 1 6iw«r Auftbi. K. r. 

*) Abb. X3II, 8. 841— 845, Baisl I Mmm S. f. 
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die Aufgabe, #t + l von ^ nnabhangige Grossen dexart zu be- 

stimmen, dass .,s „ 

eine algebraiscbe Function von also naeh einem bekannten Satze von Abel 
und Liouville eine rationale Function von 8 und s werde. 

Die Function 31 besitzt folgende Eigenschaften : 

1) Sie wil'd unendlicb der Ordnung 2ft — 1 in a = ^ und bleibt an alien 

anderen Stellen (^,s) endlich, well wir \i \y von h unabbangig 

vorausgesetzt baben. 

2) Sie darf in der fiir die Umgebung von 0 = k giiltigen Entwickelung 
keine ganzzabligen negativen Potenzen von 0 —k entbalten, da solcbe Potenzen 
aucb nicht in der Entwickelung von auftreten konnen. 

•••5 (Vi’^-i) vexscbwinden. 

Die Bedingung 1) bewirkt, dass 31 eine Anzabl 2ft— ^ willkiirlicber Con- 
stanten enthalt*). Von diesen tritt eine additiv auf. Fur die 2ft— p — 1 
iibrigen liefert die Bedingung 2) ft — 1, die Bedingung 3) p — 1 lineare [610 
bomogene Gleicbungen. 

Es muss also 

2ft — p — 1 > ft + p — 1 , 

d. b. 

(3.) 

sein, wenn nicbt besondere Voraussetzungen iiber die Natur der RiEMANNScben 
Flacbe gemacbt werden. 

Wir gelangen also zu dem Resultat: 

I. Im Allgemeinen ist eine Gleichung der Form (2.) fiir ft < 2p 
nicbt moglicb. 

Wenn die sammtlicben Periodicitatsmoduln P von J einer Gleicbung 

( 4 -) + •• • + /?„ P = 0 

*) Nach einem allgemeinen Satze von Kiemann, ABELsche Functionen § 5, Ceelles Journal-, Bd. 54. 
S. 1221). 

1) liiemaniiiH Gesammelte Mathematische Worke, n. Auflage (1892), S. 1,08, B, F, 

^ 2 * 
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geniigen, so ist 

IF" ^ 

eine rationale Function von (a,«). 

Es besagt also der Satz I. soviel als 

n. Im Allgemeinen ist die Differentialgleichung (4.) der 
Periodicitatsmoduln eines Integrales erster Gattung nicht nie- 

drigerer als Ordnung. 

Dass dieselbe in irreductibler Form auch nicht hoherer als 2 j 9 ‘“ Ord- 

nung ist, ergiebt sich aus meinen Untersuchunpn in Creixes Journal, Bd. 73, 
S. 329 ^). 

Wir wollen ein System von 2p Integralen rationaler Functioncn C,, C,, C 
ein Fundamentalsystem*) nennen, wenn dieae Integrale nirgeiuiwo logarith- 
misch unendlich werden und eine Gleichung der Form 

(5.) 6\c,+ c’,c.+ - + «), 


wo die Grossen C von n nnabhangig sind und eiiu! rationale Function 

bedeutet, nicht bestehen kann- Der Satz f. liisst sich also aurh dahin aus- 
sprechen : 


la. Die Functionen J, X, hilden ein Fundamental- 


system. 

Bilden C,, C,, ein Fundamentalsy, stern , und sind 

P P P 


6ii] die Periodicitatsmoduln des Integrales C^, .ho ist die Di-tenninante 

•'“I'*-' (,! 

von Null verschieden, weil sonst 2p von j nnuhhangigt- Grd.sHim 
gefunden werden konnten der Beschaffenludt, das.s 

Jj/i F F '■* + t,,, ~ 0, ((i - 1, ‘i, . . . , 2;») 

*) Im Anschluss an eine Tenninologie der Herrcn Avnu. et durmAT, »'rh«’-(>rie ikm fon.'tiftns algd- 
briqnes etc.«, p. SS8. 


1) Abh. Xni, S. 840, Band I diwir Amgalt#. E, F, 
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was zur Folge hatte, dass 

0, C, + 0, C, + ••• + 

eine rationale Function von (^, s) wiirde. Da A von Null verscHeden ist, so 
ergiebt sicb, dass jedes nicbt logaritbmisch unendlich werdende Integral Q 
von (^, «) sicb in die Form 

(7.) Q = + (7,, C,,+ 3t(^, a) 

bringen lasst, wo die Grossen C von unabbangig sind und s) eine 
rationale Function von {s,s) ist. Demnacb ist aucb im AUgemeinen 2 dar- 
stellbar in der Form 

(8.) Q = (7„ J" + (7i -^ + (7j -^^ + • • • + - 

wo von z unabbangig sind. Die Coefficienten (7,, ..., 

in Gleicbung (7.) oder 0^, ..., in (8.) lassen sicb algebraisch aus den 
in auftretenden Constanten bestimmen*). 

Fiir (8.) ergiebt die Multiplication mit auf beiden Seiten der Glei- 
cbung, wenn wir die Summe der Residuen des Productes “gp" 

(9.) A®“eF-ar = (''''*) 

setzen, 

(10.) ^Res(|^fi) = (A,0)C!,+ (A, l)C', + ..- + (A, 2 jb-1)(7,^_j, 

(l==0,l,...,2i)-l) 

da die Summe der Residuen einer rationalen Function von {s, s) gleich Null ist. 

Sind die am Anfange dieser Nummer gemachten Voraussetznngen erfiillt, 
so wird nur in = 7c unendlicb. Es ist demnacb 

s d^Jf 

(9a.) (A, fc) = Res (fiir ^ = 7c). 

*) Vergl. hieruber Ceelies Journal, Bd. 73, S. 328-329 ‘); Humbert, Acta Mathematica, 1. 10, p.281; 
Appell et Godesat, a. a. 0. 


1) Abh. Xin, S. 348--349, Band I dieser Ansgabe. R. F. 
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ein System linear unabMngiger Integrale erster Gattmng 


•••> ^ unabhangig sind und oinc rationale 
ist. 

Aus dieser Gleichung ergiebt aich 


Setzen wir 


so ergiebt sich aus 


(“■) (^.c) = A,.,. 

Es gilt daher fiir die Determinante 


( 5 .) 


die Gleichung 


E ~ \{X,n) 


P '>A 


*) Vergl. die analoge Untersuctang in Crbi,i,K 8 Journal, H. JZ? 

et Gouesat, a. a. 0. . , 


n <1,1,..., 

\m / 

vergl. aucli AiTKi.t, 




S. 847—818, Band I dieser Ansgaie. E. t. 
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I I ‘1®'^ Grxossen gebildete Determinaate und S die De- 

terminante 

darstellt. 

Nach Gleichung (2a.) ist [613 

(®-) ^Xm — + •" Aj, + A,^+i H I'A.spAiipJ 


WO 


(8a.) 

gesetzt worden ist. 

Nun ist fiir m<p 


(9.) 




(^OT^»+r) ^m^p+v ^mXv} 


V'*OT'’j)+r 


also 


(9a.) S Ees (C„ Xv) == “ S (4-™ C^+,) = - 4»„(a„ ^) 

Demnach ist fiir m<p 

(10.) T,, = -<!.„(«„&,). 

Da aber fiir m = p + ii 

(ll") ^mv 4'i'(®n) ^fi) 

und fur m^p 

(12-) = 0, 

SO wird, wenn die Determinante 

(13.) lt(«a>^a)l = S 

gesetzt wird, 

(14.) E=d^e.\ 

Die Determinante S muss von Null verschieden sein, weil 


fv = 

1“ = i)....i’/ 


^ dJ 
dh ’ 


d¥^-'- 


ein Fundamentalsystem ist (Satz la. voriger Nummer). 

Die Determinante e ist ebenfalls von Null verschieden, weil 


'I'si •••> % 
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linear unathangige Integranden erster Gattung und 

(ajjJj), («jj &»)> (®ji» ^j>) 

willkilrlich’ angenommene Stellen der EiEMANNSchen Flache sind. 

Hieraus ergiebt sich 

I. Die Determinante E des Gleicbungssystemes (10.) No. l ist 
von Null verscbieden. 

614] Aus der Gleichung 

0 [6^/ d"/] aV . a^a a#*/ 


d 0 j ~ dF'dkf' W d¥ 


Res -■ 


aV a'‘s 


aF aF 


Fs a %7 

a'F' ' 


( 16 .) (ft, A) = 

( 16 a.) {X,X) = 0. 

Demnach erhalten wir den Satz: 

II. Es ist E die Determinante eines alternireud en .Systems 
von gerader Ordnung. 


Eiir die Berechnung der Grossen 0 aus den (llcic.Imngen (in.) No. 1 
sind noch folgende Bemerkungen von ’Wichtigkeit. 

Aus der Gleicliung 


a T, /Fs d\T 
hk 'a/c'* 


a*+‘.s- aM dh 

^ aF*’* a/c'* aF a/c'"** 


1 ^ 4 ( 1 ) f*) — (^ d" ^11 f*) + (^( + l)j 

WO wir mit D“ die a‘° Ableitung nach h bezeichnen. 

Aus dieser folgem wir die Gleichung 

(3.) ( 2 , X) = D|(0, X) - 2 , Dr(0, A + 1) + g,Dr’(0, .1+2) + (- 1 )? 2^(0, X + 2 ), 

wenn wir mit den Binomialcoefficienten von q bezeicimon. 
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Es sind daher direct nur die Grxossen (0, A) zu bereclineii, 
wahrend die Grossen (g', A) sich vermittelst der Gleichungen (3.) 
aus denselben ergeben. 

Wenn wir ia den Gleichungen (8.) No. 1 


(4.) 


Q = 




setzen and die zugeborigen Werthe bezw. mit 


bezeichnen, so ist 


(5.) 


"'M ^lp-1 


yPJ 

a/jJi- + K-y. 


+ 


• • + /^o 


3t(^,s), 


[6iS 


WO eine rationale Function von (a, 5) bezeicbnet. 

Die Grossen ergeben sicb aus den Gleicbungen (10.) No. 1, 

welcbe jetzt die Gestalt 


(6.) (A, Sjj) + 22) — 1) -1 +ft(A,0) — 0 (1 _ 0, 1, ...,2p 1) 

annehmen. 

Ist n irgend einer der Periodicitatsmoduln des Integrales /, so folgt aus 
Gleichung (5.): 

n n 

C^O + Pip-i +‘" + ^on 0. 

Diese Gleichung stellt also die Differentialgleichung der Periodicitats- 
moduln des Integrales erster Gattung J dar, wobei die Coefficienten durch 
die Gleichung (6.) bestimmt werden. Die hier gegebene Herleitung dieser 
Differentialgleichung schliesst sich dem Verfahren an, welches ich friiher*) fur 
die hyperelUptischen Integrale ausgefiihrt habe. 


4. 

Eine zweite Methode zur Bestimmung der Coef&cienten der Differential- 
gleichung (7.) voriger Nummer, welche wir jetzt entwickeln wollen, schliesst 
sich ebenfalls einem Verfahren an, welches ich friiher**) flir die Differential- 

*) Crellbs Journal, Bd. 71, S. 105— 112'). 

**) Ebenda S. 112ff.2). 


1) Abh. Vin, S. 258—264, Band I dieser Ausgabe. K. F, 

2) Ebenda S. 264 ff. B. F. 

F a cb s , tnatbera. Werko. ICC^ 
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gleichungea der Periodicitatsmoduln der hyperelHptischen Integrale benutzt 
habe. 

Wir wollen der Einfachheit wegen die am Anfang der No. t gemachten 
Voraussetzungen festbalten. Alsdann ergiebt sicb aas derselben Nummer, 
dass wir von 2 unabbangige Gxossen 


A 






so bestimmen konnen, dass 


( 1 .) 


k 




+ A. 




~ + --- + Ao'^ = 


wo eine rationale Function von (.a',^)*)- 

Die zweite ISIetbode besteht in der dire c ten Kestimmung von 

s). 

616] Diese Function muss nach Gleicbung (1.) fiir die Vijrzweigungsstclle 
e = h unendlicb der Ordnung 4p-t werden, an alien iibrigen Stellen der 
EiEMANNSchen Flache aber endlich bleibcn. Bestimmen wir <‘in<! rationale 
Function von dieser Eigenscliaft, so entbiiit dieselhe noeh 

— + 1 = 

willkurlicbe homogen auftretende Constanten. 

Aus Gleichung (1.) folgt ferner, dass 9?(^,.v) in seiner Entwiekelung in 
der Umgebung von !S= 'k keinc ganzzaliligen negutiven Potenzen enflialten 
darf, weil nur in den Verzweigungsstellcn nncndlicdi wird und in <len in 
der Umgebung derselben gliltigen Entwickelungen k(‘ine gair/zuhligen negutiven 
Potenzen enthalt. Diese Bedingung liofert 2p-l lineare liomogent! (lleiehungen 
zwischen den Constanten. Sci ferner der Integi*and .v des Infegrules erstiir Gat- 
tung dadurch bestimmt, dass derselbc flir die willkiirlieli angeimmmeuen von k 
unabhangigen Stellen K, •••» (V«’ versdiwindet , h(* muss aueh 

fiir dieselben Stellen verschwinden. Diese Bedingung ergii‘bt p-i 
neue lineare homogene Gleichungen zwischen den (Jonstanten. Die (ieHuinint- 
zahl der Bedingungsgleichungen ist also Zp — 2. 


*) Vergl. auch Oeelles Journal, Bd. 7S, S. S28— 329*). 


) Ahh. xm, S. 847-849, Band I dieser Ausgahe. E. F. 
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Es bleiben daber von dea 3 jj Constanten nocb zwei ilbrig. Hiervon ist 
eine additiv. 

Daber ist bis anf eine willkiirlicbe mnltiplicative Con- 

stante bestimnat. 

Aus der Gleicbung ( 1 .) ergiebt sicb 

( 2 .) Pip + ^ip-i ®)' 

Durcb Vergleicbung der Entwickelungscoefficienten in der Umgebung irgend 
einer Stelle ergeben sicb alsdann die Verbaltnisse der Grossen Am ge- 

eignetsten bierzu erscbeint die Entwickelung in der Umgebung von ^ = k*). 

Wird die Gleicbung ( 2 .) langs irgend eines Querscbnittes integrirt und 
der zugeborige Periodicitatsmodul mit IT bezeicbnet, so ist wieder 

( 3 .) + + = 

Diese Gleicbung ist also die Differentialgleicbung, ■velcber [617 
die Periodicitatsmoduln der ABELscben Integrale erster Gattung 
geniigen. 

5 . 

Eine dritte Metbode zur Bestimmung der DifFerentialgleicbungen der Perio- 
dicitatsmoduln, welcbe wir bier nocb geben wollen, zeicbnet sicb vor den 
beiden Vorbergebenden dadurcb aus, dass wir die b escbrankenden Vor- 
aussetzungen, die wir am Anfange der No. 1 gemacbt, fallen lassen 
konnen. Ferner konnen wir als unabhangige Variable, von der wir die 
Periodicitatsmoduln abhangen lassen, nicht bloss einen Verzweigungs- 
punkt der PiEMANNSchen Flache, sondern einen beliebigen Para- 
meter wahlen, welcber in den Coefficienten der zwischen ^ und ^ 
bestebenden Gleicbung auftritt und von welcbem die bierzu ge- 
borige Klasse algebraiscber Functionen wesentlicb abbangt. 

Sei wiederum 5 ein Integi-and erster Gattung und die Gleicbung zwiscben 

> und s 


*) Vergl. Ceelles Journal, Bd. 71, S. 112 S.‘). 


i) Ath. vm, S. 264 ff., Baud I dieser Ausgalie. E. P. 
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(^•) — 0 
vom Grade fi in s. 

Sei i ein wesenthch in den Coefficienten dieser Gleiclmng enthaltener 
Parameter, so ist 

= «o + s + '" + s'*"*, 

Vi> ^o> ^i> rationale Functionen von ^ bedeuten, welche 

anf bekannte Weise bergestellt werden konnen. 

Durch wiederbolte Differentiation der Gleichung (2.) nach ^ und An- 

wendung derselben Gleichung, sowie durch Eeduction der hoheren Potenzen 
vermittelst der Gleichung (i.) ergiebt sich 

('4 V 

^ = “Ao+«;i,S+ ••• + «, 

“joJ •••) rationale Functionen von sind. 

Ebenso ergiebt sich durch Differentiation der Gleichung (3.) nach S 
(5 ) 

•••> rationale Functionen von z sind. 

Ton rTGlelh ^ ^ 2, so konnen wir aus diesem System 

von n-i brleichungen und aus Gl’ ’ ------ ^ 

ehminiren und erhalten demgemass 

( 6 .) 

-^zo) •• •, rationale Functionen von z sind 

(6.) -t. in Gleichung 


von a 1 so Konnen wir aus diesem Systc 

von Gleichungen und aus Gleichung (s.) die Grossen a*, s’, «• 

eliminiren und erhalf-.p-n ^ 


M, 

Oder 


d^s 


dz^ 

dz ■ 


Mr 


■loc 


d 

' dz 


Mr 


; a“-=s 


■let g^a-2 


+ 


dz 




Mr 


'la 


d“s 

dz^ 








^Za 


a«-a^ 


_a_ 


Mif 


dz^- 


■ + Mrj 


dz“- 


[aC-‘>^]± 

]±MSs, 


. . . T- Tiria-i) ^ 

+ Tz 


( 7 .) 
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wo das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem u eine gerade oder un- 
gerade Zahl ist, und wo dmcb die oberen Accente Ableitungen nach z an- 
gedeutet werden. . 

Wir erbalten also aus Gleicbtmg (6.) 

( 8 .) 

wenn wir mit dem Zeichen = die Gleichheit bis auf die Ableitungen ratio- 
naler Fnnctionen yon {z,s) nach der Variablen z bezeichnen. 

Es giebt aber ausnahmslos von z unabhangige Grossen 

von der Beschaffenheit, dass 

( 9 -) + + - + 

wo 3 i(z,s) eine rationale Function von (z,s). 

Wenn wir also 

(10.) F, = M,, - Ml, + - •• • ± 

setzen, so muss 

(11.) S = [/5o-P<, + H H/3„,,Pj,,]s 

der Differ entialquotient einer rationalen Function von {z,s) [619 
sein. 

Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir , dass eine ratio- 
nale Function G{z,s) von (^, s) der Diiferentialquotient einer rationalen Func- 
tion von {z,s) ist, sind die folgenden*): 

1. Die Residuen von G(z^s) sind sammtlich Null. 

2. Ist C,, C,, irgend ein Fundamentalsystem von ABELSchen In- 

tegralen, so besteht die Gleichung 

2ResC„6?(.S,s) = 0. (m = 1.2,..,,2i)) 

Die Bedingungen unter 1. sind fiir G^z^s) = S von selbst erfullt. Denn 
da nur da unendlich ist, wo s unendlich wird, also nur in den Ver- 


*) Yergl. Humbert, a, a. 0. 
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zweigungsstellen, und in den fiir die Umgebnng derselben giiltigen Ent- 
wickelnngen negative Potenzen nur mit gebrochenen Exponenten entbalt 
und weil die Eesiduen der Ableitungen rationaler Functionen von s) vex’ 
«chwinden mussen, so ergiebt die Congruenz 

If - (8 )] 

dass auch die Eesiduen von folglich auch die von S verschwinden. 

Es verbleiben also nur die Bedingungsgleicbungen 

( 12 .) 2 Ees SC^ = 2 Ees [iJ, + . . . + s!:„ = 0 , (m = 1 , 2 , ..., 2 p) 

welcbe 2p Imeare homogene Gleichungen fur die 2p+i Unbekannten /? s 
liefern. 

Nachdem wir die Verhaltnisse der Grossen (i aus diesen Gleichungen 
^ estmmt haben ergiebt die Integi-ation der Gleichung ( 9 .) iiber einen be- 
liebigen Querschnitt die Dilferentialgleichung 




(n.) 




derPeriodicitatooduln der AsElsohea lategrale ereter Gattung ale Punctiouen 


6. 


J kam 1 0 ("•) der PcriodieitStemoduln von 

J kann nretoger ale 2p eenr. Wenn namUch echon , + vou r ..n- 

abhangrge Grossen ft, ft. ft eick so bestimmen lassen, dass 


620 ] ( 1 .) 


s.. 


(/3o-Po + /3iPx + --- + /3„P,.).9 
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wo *(e,s) eine rationale Pmrction von (e,e) ist. alsdann ist aneh 

fts + ft^ + ... + ft|^.= ^SIl(v,s), 


ar 




■wo eine rationale Function vou -n;.. t * 

/o-t • V ^ von 5), Die Integration der Gleichuuo- 

(2.) uber emen belrebigen Querschnitt ergiebt abo die Differentialgleieh:^ 

I'm \ .aTT 


( 8 .) 


ftn + ft“+... + ft 


a'‘n 

ar 


0 


» 
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von der Ordnung fiir die Periodicitatsmoduln der Integrale J als Functio- 
nen von |, 

Da ans der Gleichung (3.) sieh ergiebt, dass die Periodicitatsmoduln von 

sammtlicli verschwinden, so ist 

r cif^T 

(4.) + ■•• + 

WO 91 (^, 5 ) eine rationale Function von (£r,s). 

I. Es ist also das System der Functionen J, •••, dann 

und nur dann ein Fundamentalsystem, wenn die niedrigste Ord- 
nung der Differentialgleichung (3.) ft = 2p, d. h. wenn die Glei- 
chung (1.) fiir nicbt weniger als ii + i = 2p + l von £! unabhangige 

Grossen erfiillbar ist. 

In dem Falle, dass /, .g-, •••, ein Fundamentalsystem darsteUt, 

folgt wie in No. 1 Gleicbung (8.) fiir die unabbangige Variable Jc, dass fiir 
ein beliebiges Integral Q, welches nicht logarithmisch unendlich wird, 

ri T T 

(5.) Q = C,J+ C~ + ••• + S)\ 

wo die Coefficienten C ahnlich wie dort dutch die Gleichungen 

(6.) = (^,0)C„ + (A,l)C', + --- + (A,2p-l)(7,^_, 

(i = 0, l,...,2jp-l) 

bestimmt werden, worin 

(7.) (A,P) = ^Ees-^-^- 

gesetzt ist. 

Wenn die Integration in (5.) iiber einen beliebigen Querschnitt er- [621 
folgt, so ergiebt sich: 

^ an ^ 

(8.) T =■ CqH + 0,-^ + ••• + ) 

wo T jedesmal den mit 11 correspondirenden Periodicitatsmodul des Integrales 
Q bezeichnet. 





alsdann ist 


*) Ceeues Journal, Bd. 71, S. 91; Bd. 73, S. 330. 
**) Diese Berichte 1888, S. 1278 “). 


Diese Berichte 1888, S. 1276 


») Al)h.rai, S. 2«, Abh. mr, S. 349, Band 
*) S. 21 dieses Baudes. B, P, 


I dieser Ausgabe und Abb. 


LIV, S. 17 diesea Baiadea. 


E.Fa 








ANMERKUNG. 


Anderungen gegen das Original. 

S. 249, Zeile 4 des Textes wnrde 5>auftretenden Parametern« hinzugefiigt, 

„ 254, Gleicliung (5.) ^ = 1, 2p statt /u- = 0, 1, . 2jp, 

„ 256 wurde in den Gleichungen (2.) und (3.) statt des Derivationszeichens D bezw. das 
Zeichen D bezw. gesetzt, 

„ 257, Zeile 11, Gleiclmngen (10.) No. 1 statt Gleicbungen (11.) No. 1, 

„ 8 V. 11. wobei die statt deren, 

„ 7 V. n. dieser Differentialgleichung statt derselben, 

„ 258, „ 1 beniitzt statt eingescblagen, 

„ 259, „ 8 V. u. von der statt woven, 

„ 262, 5 , 1 wurde »in der« vor »Umgebung« gestrichen, 

„ 3 V. u. wurde »eine« eingefugt und »der Gleicbung (2.)« statt derselben gesetzt, 

„ 263, Gleicbung (5.) statt G^p. E.. F. 


i 


Fuclis, mathem. Werko. IH. 
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LXIX. 


ZUR THEORIE DEE, SIMULTANEN LINEAEEN PARTIELLEN DIEFE- 

rentialgleichungen; 

(Sitzungsbericlite der Konigl. prenssisclien Akademie der Wissensckaften za Berlin, 
1898, XVI, S. 222—233; vorgelegt am 17. Marz; ansgegeben am 24. Marz 1898.) 


Die gegenwartige Notiz kniipft an die Untersnchungen an, welche [222 
ich seit dem Jakre 1888 in verscMedenen Mittheilungen der Sitznngsberichte*) 
veroffentlicht habe. Der Ansgangspunkt nnserer Untersucbung ist bier von 
dem friiher eingenommenen dadurcb verschieden, dass ich weder iiber die , 
JSTatur der Coefficienten der vorgelegten Differentialgleichung, noch iiber die 
analytische Bedentung der Coefficienten in dem Ausdrncke der Ableitung 
der Integralfunction nach einem Parameter etwas voraussetze. Hiernach be- 
schaftigen wir uns mit einer Klasse von zwei simnltanen linearen partiellen 
Differentialgleichnngen mit zwei nnabhangigen Variablen. An die Stelle der 
associirten Differentialgleichung (H.)**) tritt eine allgemeinere Klasse von 
Differentialgleichnngen, von welchen die erstere ein besonderer Fall ist. Die 
im Folgenden ausgefiihrten Entwickelungen bilden die Grundlage fiir die 
analytische TJntersuchung der Integrate einer linearen Differentialgleichung, 
deren Coefficienten von einem Parameter abhangen in alien Fallen, sobald 
besondere Voraussetzungen fiber die Coefficienten gemacht sind. Sie gestatten 

*) 1888, S. 1115, 1273; 1889, S. 713; 1890, S. 21; 1892, S. 157; 1893, S. 975; 1894, S. 11179. 

*♦) Sitzungsbericlite 1888, S. 1118 9- 


1) Abb. UV S. 1 , LIX S. 117, LXn 8. 169 dieses Bandes. R. F. 
4) 8. 6 dieses Bandes. R. F. 
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nicht nur, friiher gewonnene Eesultate von einem neuen Gesichtspunkte aus 
herzuleiten, sondern sie geben aucb Gelegenheit zu weiteren Kesultaten, wie 
ich in einer spateren Mittheilung zeigen zu konnen hoffe. 

^ Es moge bei dieser Gelegenheit bemerkt werden, dass sich in der Mit- 
theilung in den Sitzungsberichten 1888, S. 1284, Gleichung (15.) bis (2l.)i) 

ein Eechenfehler eingeschhchen hat, welcher den dort gegebenen Beweis be- 
eintrachtigt. 


Es seien P(^), M(^) zwei Hneare homogene Differentialausdrixcke, deren 

^^3] Coefficienten Functionen von a;, von der Beschaifenheit sind, dass MM PM 

fur eine willkMche Function y von z. ein vollstandiger Differentialquotient 

werde Seien P (^), M'{y) die zu P{yl M{y) beziiglich adjungirten Diffe- 

Tstr rmf ergiebt sich aus den Entwickelungen (Sitzungsberichte 
1888, S. 1278 — 74®)), dass auch 

yP{M{y)) 

ein vollstandiger Differentialquotient warden muss, wofiir die Identitat 

^'{M{y)) + M\:P{y)) = 0 

die nothwendige und hinreichende Bedingung ist. 

Aus derselben folgt, dass fiir eine Ldsung y der Gleichung 

F{y) = 0 

der Ausdruck M{y) der adjungirten Differentialgleichung geniigt 

Die Gleichung (i.) ist nur erfiillbar, wenn die Summe der Ord 
nungs.aWe. von P(,) nnd M(y) eine nngerade ZM ” 

feetzen wir 

P(y) = 2/'"* + p, + • - +p„ y, 

wo die Ableitung nach a: bedeuten soH, und 

(B.) M{y) = 2 + . . . + y], 

demna ch die Ordnungszahl der hochsten nicht ver- 

2 s .tiT ^ r,:" r. 
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schwindenden Ableitung in M{y) die Form haben 1 — 2 -/, wo x 
Null Oder eine ganze positive Zahl bedeutet. 

Sei 

n~~t 

(C.) = jM{y)F{y)dx = fyF'iM{y))dx + JB(y, M{y)) = 

WO B{u^v) einen bilinearen Ausdruck von u, v bedeutet, dessen Coefficienten 
sich rational aus den Coefficienten von P(«/) und ibren Ableitungen zusammen- 
setzen (vergl. Sitzungsbericbte 1888, S. 1273^)), und wo solcbe Functionen 
von X sind, dass die Gleichung 

^7’ ■ * 

(D.) ^=M{y)Piy) 


fiir j e d e Function y von x befiriedigt wird. Aus (D.) ergiebt sich zur Be- 
stimmung der das System von Differentialgleichungen 


(E.) 


dB 




dx 


Ra,^—i. l,j5 "t R'n-i,aPn—^ "t 1,^ aJ 


|' 0 ! = 0 , 

1 ,^ = 0 , 


WO die R mit einem negativen Index durch Null zu ersetzen sind. 

Aus Gleichung (C.) ergiebt sich der folgende Satz: [224 

Sind die Coefficienten von P(y) algebraische (rationale) 
Functionen von x und sind von einem Losungssysteme R^^ der 
Gleichungen (E.) die Elemente ebenfalls algebraische (ratio- 

nale) Functionen von x, so sind auch die iibrigen Elemente alge- 
braische (rationale) Functionen von x. 


2 . 

Wir wollen nunmehr voraussetzen, dass die Coefficienten in P(y) 
ausser von cc noch von einer anderen Variablen t abhapgen. 

Wir difierentiiren die Gleichung 
(1.) B{y) = 0 

nach t und erhalten, wie in den Sitzungsberichten 1888, S. 1281^) 


( 2 .) 


\dt ) 


dt 




dt 


1) Ebenda S. Jo dieses Baades. R. F. 

2) Ebenda S. 24 dieses Bandes. E. F. 
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Wir setzen jetzt 

= Ao S' + 7>„i y' + • • ■ + -Z>o,«-i S''"'”. 

,,, Differentiation dieser Gleichung nach a: ergebe nach Reduction der 

Ableitungen von 2 / hoberer Ordnung als «-i durch die niedrigerer Ordnunff 
vermittelst der Gleichung ( 1 .) ^ 


(^■) 


dt 


AoS' + - + 


Subsbtmien to die Aasdxacke (3.), (4.) in Gleichung (2.) und fordcrn 

T 4 fj’ “ =0 ergieb 

eich dae folgende System Ton Differentialgleichnngen fiir die ibinctionen D 


(R) 

(F'O 


dJ>„ 




■^a+1, J?or, /S-i + ^ a, n~i ? 


-^g/9 

dx 

•®n-i, /9-1 + A n~i ~~ 2^ Pi 


(fiir 2) 


^ ut 

wo die Grossen mit einem negativen Index durch Null zu ersetzen sind. 


Setzen wir 

(G.) 




dt ^ 

«5] so folgt zunachst aus i? „ = 7? 

Oip , 


n-i 






( 1 .) 

Aus den Gleichungen (E.) ergiebt sich: 


( 2 .) 


dxdt 


dt 


+7W 




Ferner folgt aus (E.), (F.), (F'.) 




m 


'cc, §—l 


dt 


dt 


\ dt J n~t,a 
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Aus (1.) und (2.) folgt demnach 


(H.) 


da: 


^a—i, "f” Pn~a^^n-l,(S Pn—fi^^a,n- 


fa = 0 , 1 , 

1(5 = 0 , 1 , 


« — 1 
n—1 


) 


welches System mit (E.) •iibereinstimmt. 

I. Es geniigen also die Functionen demjenigen Systeme 
von Differentialgleichungen inBezug auf die Variable x, welches 
von den Fnnctionen befriedigt wixd. 

Bezeichnen wir daher ein Fundamentalsystem von Losnngen der Glei- 
cbungen (E.) mit E::J, Sr;, '^0 


(4.) 

n (n + 1) 

^ ~ 2 ’ 



nnd 






,0! = 0, 1, . . 

.yfl—l 


= Bf„, 

^=0. 1 ,.. 
\i=l,2,., 

.,n-l 
,,,v > 

so ist 




(J.) 


/a = 0, 1, . . 
\? = 0, 1,., 

, w— 1 
. n—1 


worin die Grossen c.^ von x unabbangig sind. Diese Grossen bebalten 
fiir alle Combinationen von «, /3 denselben Werth, haben aber im 
Allgemeinen verschiedene Werthe fiir die verschiedenen Losnngen 
des Gleichungssystems (F.), (F'.) und fiir die verschiedenen 
Losnngen des Gleichnngssystems (E.) im Ansdrncke von in 
Gleichnng (G.). 


4 . 

Ehe wir nnseren Gegenstand weiter verfolgen, scbalten wir folgende Di- 
gression iiber Systeme von linearen Dififerentialgleicbungen mit zwei nnab- 
bangigen Veranderlicben ein. 

Sei 

(1.) = CCii ^1 + ^^42 -^2 + ’ “ + (^ = Ij 2, . . . , n) 

Es soli festgestellt werden, wann ein Fundamentalsystem von Integralen dieses 
Systems gleichzeitig das System 

^ ^ . 

= 6 , 1 0 ^ + 6 ,-, .^2 H + 6 ,.„ 0 , 


( 2 .) 

befriedigt. 


(i= 1, 2,...,«) 
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HierzR ist zunachst die nothwendige Bedingung, dass die Gleichungen 

/x == 1, 

V==l,...,n) 


(3.) 


, y J I 

+ dx ^ Si"x<% 


dt 


identisch erfiillt sind, 

1st 

(*■= l,2,...,n) 

ein Fundamentalsystem von (l.), so- soil (2.) befriedigt werden durch 

+ + — + (»■= 1,2, ...,«) 

WO die c,, c,, ..., c„ Functionen bloss von t sind. Substituiren wir die Aus- 
driicke (4.) in (2.), so erbalten wir 

( 3 ( 3 , 


wo 


(5.) 

( 6 .) 

Es ist 


Oc 


P,a — 


dz, 


( 7 .) 

Oder nach (3.) 

( 8 .) 

Hieraus folgt 


^ = V 

dx -T* 


dx 


+ hr ®ii + — H iu a. 


ap, 


(.ll 


dx 


= 2 .- 

1 L 




dt 






{X,lt,=: 1,2, ...,n) 


d*z, 


[uX 


dxdt 


6^z, 


'uX 


dx dt 


(9.) 

Aus (9.) folgt 

( 10 .) 


OP, 


fxX 


dx 


% + 022 P^, + • - + a;i„ P^,, . 


••• + J’„u^,a, 

ToZ'Lm" Substitmren wii die Ausdrucke (10.) in (5.), 


SO kommt 

( 11 .) 

Hieraus folgt 

( 12 .) 


Ocj ac 




dc„ 


dt + • •• + 
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Am diesen Gleichungen bestimmeu sicb c^, c^, als Functioneii von L 

1st 

®ii'> ®si) •••? (i = 1, 2, . . w) 

ein Fundamentalsystem von Losnngen von ‘( 12 .), so ist 

(13.) Cf = ^,s„. H V (t= 1 , 2 , 

wo Aj, dj, willkiirlicbe von x nnd t unabbangige Grossen bedeuten. 

Es geniigen demnacb 

(14.) ^< = («■ = 1 , 2 , 
wo 

(15.) '^ap “ ®ai ^ijS ‘ " 't' ^n/J ) 

den beiden Systemen ( 1 .) nnd ( 2 .) fur beliebige von x und t unabbangige 
Wextbe von d^, ..., d„. 


5 - 

Sei eine bestimmte Particularlosung 2)®^ von (F.), (F'.) gegeben, so ist 
jede Losung des Systems (F.), (F'.) in der Form 


(1.) + Ea^ 

entbalten, wo die Grossen durcb das Gleicbungssystem 


(K.) 




{a = 0 , 1 , ...,«- 2 ) 


dE ” 

(K'.) A -;, -^iPi E„-i,^ 

bestimmt werden. 

Sei nunmebr vorausgesetzt, dass eine Losung des Systems (E.) der 
Gleicbung 

(L.) 




dB„j> 

0 


dt 




Geniige leistet. Dass solcbe Losungen vorbanden sind, ergiebt sicb [228 
daraus, dass fur die Systeme (E.) und (L.) die Bedingungen der Integrabilitat, 
Gleicbungen (3.) voriger Nummer, erfiillt sind. 

Sei F;®, ..., ein Fundamentalsystem von Losungen des Systems 
(K.), (K'.), so ist nacb No. 3 Gleicbung (J.) 

FBChs, mathem. W»rke. m. 
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wo von a: unabHangige Grossen bedeuten. Aus dieser Gleichung fokt 
wegen (L.) ^ ^ 

Wir bilden diese Gleicbungen successive fiir A = i, 2, .. ., w* und multi- 
phcuren die zum Index X geborige mit einer von a; unabhangigen Grosse y 
addiren sammtliche Gleicbungen, setzen 

und bestimmen J'„. den Gleicbungen 

>'»'=«+••■ + yn.C««.x = 0 (x=l,2,...,^) 

gemass, so ergiebt sicb 


n-'X 

+ = 0 . 


Die Functionen entbalten 


a. == 0, 1, ...,n-l 


n — v — 


n{n-\-l) _ n{n-l) 


vou uiabhangige willkurliche Grossen linear and homogen. 


TTm die Abhangigteit der Fnnctionen von den willkurUchen Grossen 
besser bervortreten zu lassen, setzen wir ^lossen 




Hierdurcb geben die Gleicbungen (M'.) uber ii 




Sx -^xi? 

Sx Tixa ~ — 
!Sx T^xct ■^xa b. 


'« = 0 , 


/“ + ft i 

“ = 0 , 1 ,. 


-^9] Durcb Differentiation der Gleicbungen (N.) nacb a; ergiebt sicb mit Hiilfe 
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der Grleichungen (E.), (K.), (K'.) 


( 0 .) 

Sei 

( 1 .) 


( ^ 1 

) /S~l /9 ‘ A— ‘ A-a ( 

/“ + 

( a = 0, . . 


( ^0:0! ) 


.,n-y 


o 

o 

•®10 


• A, 

■^01 

■^11 

. . 

• -Stj 


I I 

und die zu jR^ gehorige Unterdeterminante der Deteruamaiite A. 
Die Gleichungen (M®.) ergeben alsdann 


(P.) 


n—l 

A -Exa = 2|S Q%^ ®a(S • 


/x = 0, 1, 
\c! = 0,l, 


Die allgemeine Losung des Gleicbungssystems (O.) entbalt willkiir- 

licbe Constanten. Daher ergiebt sich das folgende Eesultat: 

1st A voR Null verschieden, so liefern die Gleicbungen (P.) 
die Werthe der Functionen JE'^, wenn in denselben fiir die 
allgemeine Losung der Gleichung (O.) gesetzt wird. 

Aus den Gleicbungen (E.) folgt 


n-i n~i 

~ Sz ^ S^L “i" A-x + A-^]* 

0 0 0 0 


Da Kis = folglich aucb so folgt 


folglich 

(QO 

Sei 


( 2 .) 


i,x b, J.i 

Sx A-x Si 

Si A— i Sx Pir. -^n— i,x 


dx 


= 


Aoo 

^01 

1 . 


■^11 


“‘-'n— 1, 0 


E 

r * -‘-'n— 1,W— 1 


35 * 
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230} Bezeichnen wir mit die zum Elemente J 3 ^ gehorige Unterdetermiaante 
von E, so folgem wir aus den Gleichungen (K.), (K'.) 




dx dx X *2^, X-I + Pn^x n -1 ] 


0 0 
n~l 


Nun ist 

n —2 n-i 






n —2 n-\ 

2 ^ Sx ^Ax-®i+l,x ~ 


n-i n-l 

SxS 

0 0 


0 0 

n—2 n-i 


Si 2 zA-x®te-^i,n-i+ SKA-xen.! — Si Sxi’n-x 

0 0 0 

n-t n-t 

= SxA-xSi<^lx-2u,n-, =i>,H 


Endlich ist 


n n-l 


folglich. 

’(H.) 


Szi’iSx^B-i.x-^n-j,-/ — J’jE, 

aE 


da: 


= 0 . 


Bezeichnen wii mit E' die Determinante, welche enteteht, wenn wir in 
E an Stelle von die specieUen Pnnctionen B' treten iaeeen, so ergeben 
die Glerchnngen (P.) mit Eucksicht daranf. daas B,, . nnd folglich auoh 


(S.) 


wo 


( 4 .) 


A”E' = 


®00 ®01 • • • ®0,7i-l 

^10 “11 • • • 


®n-i,o ••• 

Aus den Gleichungen (M®.) folgt 

®«|S ~ daa = 0 . 

Es folgt also aus Gleichung (S.): 


Fiir eine ungerade Ordnungsz ahl n der Diffe 


231] ( 6 .) 


m = 0 


erentialgleichung 
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ist identisch entweder . 

(7.) A = 0, 

Oder 

(7a.) E' = 0. 

Da sich atis den Gleiclmngen (Q.) , (R.) ergiebt 

E' = (y, 
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( 8 .) . 


WO y, S von a? unabhangige Grdssen bedeuten, so muss nach Gleichung (S.) 
(9.) A = 

sein. In der That folgt auch rait Hiilfe der Gleichungen (O.) direct, dass 


(10.) A = 

wo C von X unabhangig. 

Ans den Gleichungen Af'® ergiebt sich auch 

(P'.) E'R^^ = 

Da JR.^^ — so folgt aus (P'.) 

n-1 

( 11 .) = 0 . 


/% = 0 , 1 , . . 
(^ = 0, 


7. 

Wir setzen 

(1.) + + (»i = 0, 1, . . «-l) 

wo Losungen der Gleichungen (E.) und p irgend eine Losung der Gleichung 

(2.) P(2/) = 0 

bedeutet. 

Nach No. 1 ist 'W^_^ ein Integral der zu (2.) adjungirten Differ entialgleichung. 
Wir erhalten unter Benutzung der Gleichungen (E.) 

(T.) = 

wenn wir tt»_, = 0 setzen. 
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232] 1st 

(3.) A = 0, 

so ergeben sich aus (l.) zwischen die Relationen 

(4.) (>ox*»o +<>r/W’i + = 0. (x = 0,l,...,M-l) 

Sind insbesondere die Coefficienten rationale Functionen und die 
Functionen in Gleicbung (l.) rationale Losungen von (K.), so fblgt 
aus dem TJmstande, dass jede Ableitung von w nacb x eine lincarc hoinogeue 
Function von w^, mit rationalen Coefficienten ist, aus Gleichung (ri.), 

dass scbon zwischen 

dw„ d”~' tt’ 

dx ’ ’ dx’‘-' 

eine lineare homogene Relation mit rationalen Coefficienten stutttiiuit't. Ins- 
besondere ergiebt sich dann, dass die zu (2.) adjungirte Diiferentialglcichung 
und folglich auch die Differentialgleichung (2.) reductibel ist. 

Wenn wiederum die Grossen R^^ den Gleichungen ( L.) geniigen , so 
ergiebt sich nach Gleichung (4.) No. 2 


— ” = y [jlj I yfi) 

dt ^ dt ~dr 


n-1 r 




Der Coefficient von in dieser Summe ist: 

Sz Kx -0^ - 2x RZ + = - 2x K, R':. ■ 


woraus sich ergiebt 
(T'O 






Durch Vergleichung der beiden Werthe von welchc aus den 

Gleichungen (T.) und (T'.) unter Zuhiilfenahme der Gleichungen (E.), (F.), 

(F'.) erhalten werden, ergiebt sich die Relation: 


2a(^x«^ai? ^Sa^ax) ~ 0, 


(x == 0, 


welche wir bereits in voriger Nummer Gleichung (li.) unmittelbar aus den 
Gleichungen (P.), (P'.) hergeleitet haben. 


I 

I 

4 
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Nach Gleichung (C.) ist [233 

Die Differentiation nach. x unter Benutzung der Gleiclinngen (T.) und der 
Gleiclinng 

(6.) P(y) = 0 

ergiebt, wie es sein muss, 

fn \ 


Differentiiren wir die Gleicbung (5.) nacb und wenden hierbei die Gleicbung 
( 4 .) No. 2, femer die Gleicbungen (T'.) und (6.) an, so ergiebt sicb aucb 



ANMEEKUNGEK. 


1) Andernngen gegen das Original. 

S. 269, Zeile 6 v. u. noch von statt von nodi, 

„ 271 zwischen (4.) und (J.) statt 

Zeile 14 imabhiingig sind statt unaldiiingigo Onisseii licdomcn. 

„ 273 vor bezw. nadi den Gleichungen (K.), <K'.} Zmlp VJ Im.w. !» v. u. wo die Oriissen 
bestimmt werden statt wo hestinmit wini, 

Zeile 3 u. 4 V. u. die Bedingungcn crfidlt sind statt die Ib‘diitguii« infiillt ist, 

» 276, „ 1 Elemente statt Oliedc*. * 

erlaulio icli niir ciniga licimirkmigon zu niadmii, die niir goeigiH-t flrsrheinen 
zur Klarung des Mer gegebencn Formolsystonis bciz.utragen. ' 

Setzt man 


(a.) 


WO D 


(p.) 



Vi 



!h , 

1 

(_l)f(+g+l j 


yLt7> 


y,r‘' 1 

J) " 1 


& 

m-H • ■ • 


j 

y'.’*-” ... 


ifu 41 • ■ • 


ie Determinantc von ?/, , 

i ••• 

, yu KO 

iht 

Sufiu 

“A: 

• - «^4,; 





ti, 

I, . 


/ 

( 


, >1 ~ 1 1 
W / 


, >1 ■ I t 

,n ) 


wo px die Coefficienten von (A.) dor No 1 sind m.d « ,, . ■ , 

dieser Gleichung darstellen. ' " ’ fiii ^und;^Hl..I)t v.,m li,t,.gralcn 

Bildet man nun die Ausdriicke 

(7') 


C-^, U,,^ , 

SO genugen die GrOssen den Gleichungen (K.) dor No 

aiunabhangiggewahlt werden. 

Sni!“ f ■ r pf-f"’ 

tzenugen . . ., y„ den Gleichungen (4.) der No. 2, so ist 

0 ‘ JJ at 


/« It 

'ji », l...,,w 1/ 

1, won II die ( i r n .s s o n von 
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weil aber 

W = Ao + Al+-+-»„-l.„-u 

so folgt 

(®-) 

Die Grossen der Gleicbungen (G.) No. 3 werden also zu Folge (y.) und (e.) 

n n n—i n— i 

^a/S “ 2* 2% '^ai “ 2y- -^xa + + 2x E-^X/? ^Xa + ^Xa -^x/S]? 

d. L 




m 


'>kn 

f = - Sx-D-/. 




Ifl 


p = o, l,...,»i-l\ 


1 , 2 ,, 


(C.) 


n n ^5^. 




Aus (C.) ergeben sicb aber sofort die Gleicbungen (H.) und der Satzl der No. 3. 
Die Gleicbungen (C.) lehren weiter, dass die Gleicbungen (L.) der No. 5 dann und 
nur dann besteben, wenn die Grossen in (y.) von t unabbangig gewablt werden. 

Die Gleicbungen (K.) und (K'.) der No. 5 werden, wie die Differentiation nacb x mit Be- 
nutzung von {§.) zeigt, befriedigt durcb die Ausdriicke 


-^OC/S — 2^ 2.U. 

wo wiederifm di^ beliebige von x unabbangige Grossen sind. 
Nun ist 


2.- 

1 


y fl'U'jSi — 0, wenn k^/J, 


/a = 0, 


also folgt 
(»•) 

wenn 


Styf’Ma.- = 1, 

1 

n— 1 n n 

^a(3 ~ 2x -^x/J -^xa “ 2^ 2ft '^aX '^^ft j 


1 

gesetzt wird. 

Die Grossen geniigen also den Gleicbungen (E.) der No. 1, woraus die Gleicbungen 
(0.) der No. 6 ibre Erklarung finden. 

Damit und == ^ werde, muss 

^ja == 0 

genommen werden. 

Fur die zu den Grossen E'^s (Gleicbungen (3.) der No. 6) geborige Substitution {diy^) folgt also 


(^tx) — (^tx)(^4x) 

Oder 

(i^ix) = (^ix)""^ (^ix)* 

Da, wegen (t.), dieZabl der Grossen ^ ist, so entbalten die Grossen wenn die Gleicbungen 

(M'.) der No. 5 besteben sollen, in der That — il. willkixrlicbe Constanten. 

2 


Fuchs, mathem. Worko. HI. 
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Aus (a.) folgt 


«01 

^02 

... 

Wn 

1^12 

Win 

Wn -1,1 

1,2 • 



Also ergeben die GleicLungen (y.) 


(X.) A = 

Hqo -Rio 
•^01 •^11 

* -®n~i,o 

• 1, 1 

1 

— 2)2 

^11 ^22 ' • 
O31 Cjj * . 

• Oijj 





^nt * • 



d. h. also sofort die Gleicbungen (Q.) und (8.) der No. 6. 
Weiter ergiebt die Gleicbung (^.) 




<^00 

«01 

- ^o,n-i 

! 

(i.) 

= 

«10 

Uii .. 


.cT'R 

li 



^n-1,0 

%-!, 1 * ’ 

• ^n-l.n-i 1 

1 



^00 

■®0i 


1 

(f^o 

JE7 = 

Ao 

JE/ii .. 


1 ^‘ix 1 





- J^n-l.n-i 



also die Gleicbung (R.) der No. 6. 

Zum besseren Verstandniss der No. 7 ist zu beacbten, dass 

n-i . «~i n n n n 

o' o' 1 1 ‘ ' 1 I 

Setzt man also in den Gleicbungen (1.) der No. 7 


W y = Ci2/i + e22/5»4--*- + e;,^„, 

so wird 

i.9-) + • • ■ 4- dm ^hnnt 0, 1 , , . . , f| 1 ) 

wenn 

n 

dx ^ \ii Cl 6 * 1 / 

gesetzt wird. 

Da die Grossen wegen des Bestebcns der Gleicbungen ( L.) ckr No. 5 ( Vgl ) \un t uaabhangig 
Sind, so lehren die Gleicbungen (e.) in Verbindung mit (v.) imcl ((>.), dass die (ileiithungen (V.) der 
No.7 nur dann ricbtig sind, wenn die Grossen c,- in (v.) von t unabbangig gewabU 
werden. 

Dann aber ergiebt sicb fur Z (Gleicbung ^5.) der No. 7) 


( 0 .) 


was unmittelbar 


^ ^1* di Cjt 2/5*^ Uc* 

0 1 1 


]Lt di i 


62; 

dx 


0 und 


dZ 

dt 


0 zur Folge bat. 


IL F. 
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ZUR THEORIE DER ABELSCHEN FUNCTIONEN. 

(Sitzxmgsliericlite der Konigl. preussisclieii Akademie der W^issensckaften zu Berlin, 
1898, XXXIV, S. 477—486; vorgelegt am 7. Juli; ansgegeTaen am 14. Juli 1898.) 


Die gegenwartige Notiz knupft an .eine Untersuchung an, welche ick [477 
in den Sitzungsbeiickten der Akademie vom Jahre 1888 an^) iibex die Pexiodi- 
citatsmodnln dex hypexelliptiscben Integxale angestellt babe. Bilden •••ty^^ 

ein Fundamentalsystem von Losnngen dex Diffexentialgleicbung (Gr-), welcber 
die Periodicitatsmoduln eines Integxals erstex Gattung als Functionen eines 
Vexzweigungswextbes x geniigen, und sind 77^, y^i ■•■ly^p Ableitungen der- 
selben nach ic, alsdann sind die Functionen y^y\-yiy\ Losnngen einex Diffe- 
xentialgleicbung Oxdnung (H.), welcbe wir nacb einex spatex ein- 

gefiibxten Bezeicbnungsweise *) die Associate der Gleicbung (G.) nennen 

wollen. 

In der oben bezeicbneten TJntexsucbung fiibrte icb fur den Fall dex ultxa- 
elliptiscben Integ-xale (p = 2 ) aus, dass die Gleicbung (H.), welcbe in diesem 
Falle secbstex Oxdnung wixd, xeductibel sein muss, indem icb untex Zu- 
biilfenabme dex Sustitutionsgruppe dex Gleicbung (G.) nacbwies, dass die 
Gleicbung (H.) eine rationale Losung besitzt**). 

L. ScHLESiNGER, Handbucli der Theorie der linearen Differentialgleichungen. 2. Theil, S. 127, 
Leipzig 1897. 

**) Vergl. Sitzungsbericbte 1889, S. 713ff.*). 

1) Abb. LIV, S. 1 if. dieses Bandes. R. E. 

' 2) Ebenda 8.34ff. R. F. 
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Spater ist fur die aUgemeinen hyperelliptisclien Integrale erster Gattung 
derselbe Satz bewiesen worden*), indem ebenfalls durch Anwendung der von 
mir**) aufgestellten Substitutionsgruppe der Gleicbung (G.) die Existenz einer 
rationalen Losung der Associirten der Gleicbung (G.) erhartet wird***). 

Daselbstt) wird uberdies der explicite Ausdruck dieser rationalen Function 
entwickelt. 

In meiner oben erwabnten Untersucbung babe ich weiter fur jo = 2 aus- 
478 ] gefubrt, dass die Eeductibilitat der genannten Associirten die Weiee- 
STEAssscben Relationen zwiscben den Periodicitatsmoduln der bypcrelliptiscben 
Integrale erster und zweiter Gattung lieferttt). Das Gleicbe findet fir einen 
beliebigen Wertb von f stattttt). 

Bedeutet aber (G.) die Differentialgleicbung 2^*®" Ordnung, wedelier die 
Periodicitatsmoduln eines allgemeinen AsELscben Integral.H erster Gat- 
tung geniigeni), und (H.) die — Associirte von (G.), so ist die IJnter- 
sucbung der letzteren nicbt auf demselben Wege ausfiihrbar, so binge nicht 
aucb fiir den allgemeinen Fall der Periodicitatsmoduln der AnELsehen integrale 
die Substitutionsgruppe der Gleicbung (G.) aufgestellt ist. 

Icb will nun in der folgenden Note zeigen, wie man jetzt ohni; Kennt- 
niss dieser Substitutionsgruppe aus der Bestimmmigsweisi', welehe ich 
fur die Coefficienten der Differentialgleicbung der Periodieitatsniodulu der 
^ELscben Integrale entwickelt habe§§), unmittelbar und auf viel einfaehero 
Weise fur den allgemeinen Fall der ABEEschen Integral., naehweisen 
kann, dass die 2p -2*° Associirte von (G.) cine l.bsung besitzf, w.d.d.e mit 

'■) Von meinein Sohne Richaed, in seiner im CRELLEschen Journai iig i i t 

guraldissertation, welehe ich im Folgenden mit R. F. bezeichnen werde! ’ ‘ 

**) Ceelles Journal, Bd. 71, S. lOOfF. ‘). 

***) E. F. S. 4-7. 

t) E. F. S. 7-12. 

ft) Vergl. a. a. 0. S. 717 2 ). 

ttt) Vergl. E. F. S. 12-17. 

§) Vergl. Ceelles Journal, Bd. 73 , S. 329 If.’). 

§§) Sitzungsberichte 1897, S. 608£*). 

0 Abh. Tin, S. 251—252, Band 1 dieser Ansgabe. E. F. 

2) Abb. LIV, S. 39 dieses Bandes, R. F. 

») Abh. Sill, s. 349 ff.. Band I dieser Anegahe. E. F. 

4) Abh. txvm, S. 249 ff. dieses Bandes. E. F. 
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den Coefficienten von (G.) zu demselben Rationalitatsbereiclie geboxt (also 
auch rednctibel ist). Der Nacb.weis wild eben daduxcb gefrilixt, dass eine 
solche Losung unmittelbax aus den fiii die Coefficienten von (G.)*) aufge- 
stellten Gleichungen zu entnebmen ist. 

Wix zeigen alsdann, dass die Eelationen, vrelche die Eeductibilitat aus- 
diiicken, zu den EiEMANNscben Eelationen zwischen den Peiiodicitatsmoduln 
dex AsELschen Integxale exstex und zweitex Gattung fuhxen. 

1. 

Wix betiachten ein System von Diffexentialgleichungen : 

(■^0 ~d^ ■ * ■ “i" (t = 1, 2, . . . , 


WO mit gegebene Functionen von x bezeicbnet werden. 

Wix bezeichnen mit Vxii • -i ^xn (^ = 1, 2, . . ein Fundamentalsystem 

von Losungen desselben und setzen 


(B.) 

so dass 

(!•) 


Vu Vu Vf-tk 


(Xli) 


(Xix) 


(JL.u) 

'^hk — 


"^kk 

(|iU) 


ah 

= 


% 


[479 


Aus (A.) exgiebt sich dann: 


( 2 .) 


^ 

2a %C£ '^al Sa '^ka • 
0-l^y 


Es geniigen daher die Grossen fur 


1,2, 


n-, fi 


1, 2,..., n 


dem Systeme von Diifexentialgleicbungen: 

' dv ^ 

(^*) Sa ^ka '^al "i" Sa ^Za '^ka 7 

\AjJj 1 1 

woxin Z: = 1, 2, Z = i, 2, . w 

*) In den Sitzungsberichten 1897, S. 615 ^). 


1) Abb. LXVni, S. 257 dieses Bandos. B. F. 
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Hat insbesoadere das System (A.) die Form 

_ 


(A..) 


dx 
dx 

dx 

dy„ 

dx 




Vt, 


= y„, 


d. h. m dem Falle, wo y^^, ein Fundamentalsystem von Losungen 

der Differentialgleichung w*®" Ordnung 


(D.) 


d"y 

■■-7.-^--ny = o 


d.x'' 

ist, so nimmt das System (C.) die Gestalt an: 


d'D 


(C..) 


dx 

dx~ 

dx 





M-l 

^A+i,n w+i ? 

>»-“X 

/+i w y m +i , O 


/fe 1, 2y . » tl ~ 1\ 

(k -= 1/i, . . ., 


worin wieder = o zvi setzen ist. 


480 ] 2 . 

Sei 

' (1-) J = /sdr 

em ABELscbes Integral erster Gattung*), so geniigeh die Pciriodieitiltsmeduln 
desselben der linearen DiiFerentialgleiclmng : 


(Dr) 


„ a”-‘w dy 

dx’' dx’'-^ + ■ ■ ■ + + /^o y — 0, 


wo a: einen Verzweigungswerth der EiEMANNschen Flache bedeutet, und wo 


*) Vergl. Sitzungsberichte 1897, S. 609 »). 


2 ) Aih. IiXTHI, S. 260 disses Baades. K. F. 
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die Grossen durcli das System von Gleiclinngen 

(E.) + + + 1) + |5„(A,0) = 0 

bestimmt sind*), wenn wir 

(r.) = 

setzen**). 

Das System (Aj.) wd in un^erem Falle 


Es geniigen also fiir diesen Pali die Gxossen welcbe in voiiger Num- 
mer definirt worden sind, dem Systeme von Differentialgleicliungen : 

1 /^IV H-I 


dx 

— '^k+ta 

+ ®4,Z+1) 

G: 

1,2,., 

1,2,., 

,.,n-l\ 

dx 


W— 1 

/^m '^k, m+l ? 

0 

(fe = 

1,2,., 

,.,n-l) 

dx 

1+1 

M-l 

^m+i, 1 1 

0 

Q = 

1,2,., 

..,w-l) 


worin Aviederum % = —v^, = 0 zu setzen ist. 

Nun ist***) 




= (;n- 1 , ft) + (A, ft + 1) , 


\ (ft,A) = -(A,ft); (A,A) = 0. 

*) Sitznngsbericlite 1897, S. 615, GleichDugen (6.) ^). 

^*) A. a. 0. S. 611, Gleicbung (9.)^). 

***) A. a. 0. S. 614, Gleicbung (2.); S. 615, Gleicliung (6.); S. 614, Gleicbung (16.) und Gleicbung (16a.)8). 


1) Abb. LXVin, s. 267 dieses Bandes. B. F. 

2) Ebenda S. 253- B. P. 

3) Ebonda S. 266, 257. E. P. 
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Durcli Vergleiclnmg der Systeme (C,.) und (G.) ergiebt sicii also: 

I. Die Gleicbungen (C,.) besitzen die Particularlosung 

(H.) = 

welcbe von der Wabl des Fundamentalsyatems von Losungen. 
Vix^Vio ■•■lym Gleichung (D^.) unabhangig ist. 

Die Grossen (A, /x) sind nach den Gleicbungen (F.) algebraischo Functio- 
nen von a;, wabrend die Grossen nach den Gleicbungen (K.) ?,u dcniselben 
Rationalitatsbereiche wie (A,;i) gehoren. 

Die Anzahl der in den Gleicbungen (C,.) auftretenden vei-Hcbiedcnen 
Grossen ist 

(2.) a = =: p{2p--l). 

Aus denselben Gleicbungen folgt dnrcb Differentiation nach .r 


(w) 

Tvo mit zu demselben Rationalitiitsbereicb gehbrigt* ulgt-hraiMche Func- 
tionen von x sind. Wird successive m = I, 2, o geset/.t, uiiil werden aus 
den entstehenden Gleicbungen alle mit Ausnabme von eliininirt, .so er- 
giebt sicb fiir eine Differentialgleichung 


(J.) 


d'^v . ("Ji 




4-P -l 
^ ' dx'- ^ 


(■>,<» 

■ + P, r 


ft. 




deren Coefficienten F, mit /j, zu dern.sclben RiifionulitiLt.sI.eivirli g,-ltr»rcn. 

Aus I. folgt nunmebr: 

11. Jede der Differentialgleichungen (.f.) besitzt ji; cin algc- 
braisches Integral = (a-l, welches mit also mit '/[ zu 
demselben Eationalitatsbereich gehort; jedt* dieser D i ffcri'Ul ial- 
gleicbungen ist also reductibel. 

Die in der Einleitung definirte Associirte (n-2)‘“' Orfiuung unsertu- Dilfe- 
rentialgleicbung (DJ wird aus (J.) fur « = i, /? = 2 (nhalten': 


m 
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Derselben geniigt aacb dem Satze 11. 

(4.) = (0,1) = -(1,0) = 

Nach den*) gemachten Voraussetzungen ist in der Umgebung von s = x 

i s = (0-x)~^<f^(x) + ---, . 

^ = l(,-x)--^,(x) + ..., 

fsd0 = 2 (^-x)^ ?o(«) + -"- 

Da fiir (A,ft) die einzige Residuenstelle die Verzweigungsstelle 0 = x ist, so 
folgt 

( 6 .) ( 0 , 1 ) = - f„(x). 

Fur die hyperelliptischen Integrale ist beispielsweise 
(7.) s = (0-x)-^<l>(^)-^-, 

WO 

^( 0 ) = (0-fc,,)(0-Ic,)...(0-l;,j,), 

also ■ 

( 8 -) ( 0 , 1 ) = 

Die 2j) — 2'‘" Associirte der DifFerentialgleichung der Periodicitatsmoduln der 
hyperelliptiscben Integrale besitzt also das rationale Integral ein Eesnltat, 

welches bereits in der Einleitung erwahnt worden ist**). • 

Da aus den Gleichungen (C^.) gefolgert wird 


(K.) 


(H) 


m dv, 


a|9 


Ocl) 


dx 


-i 1- - 




ct/? 


dx'^ 


am _ («i3) 

wo mit den Pj zu demselben Rationa,litatsbereiche gehorige algebraische 
Functionen von x sind, so ergiebt sich: 

III. Die Differentialgleichnngen (J.) gehoren sammtlich zu 
derselben Klasse, in dem Sinne, welcher dieser Bezeichnung in 
meinen fruheren Untersuchungen***) beigelegt worden ist. 


*) In den Sitzungsberichten a. a. 0. S. 609 *). 
»») Vergl. E. F. S. 12, Gleichung (18.). 

■**■*) Vergl. Sitzungsberichte 1888, S. 1275 ^). 


1) Abh. LXYin, S. 250 dieses Baades. R. F. 

2) Abb. LIV, S. 17 dieses Bandes. R. F. 
Fucbs, matbem. Worke. III. 


37 


290 


ZUR THEORIE DER ABELSCHBN EUNCTIONEN. 




Die Satze II. tind III. bilden also die Verallgememenjng der in der Ein- 
483] leitung erwahnten Satze nber die zu den Differentialgleichnngen der Peri- 
odicitatsmoduln der hyperelliptiscben Integrale gehorigen Associirten auf die 
Associirten derjenigen Differentialgleichnngen, welchen die Periodicitatsmoduln 
der allgemeinen AsELSchen Integrale geniigen. Der Beweis dieser Satze ist 
ohne Zuhiilfenahme der Gruppe der Differentialgleichung der Periodicitats- 
moduln eibracht, indem direct aus der Gestalt der Associirten die rationalen 
Losungen, welche denselben geniigen, hergestellt wurden. 

3 . 

In meiner erwahnten Notiz*) habe ich bereits darauf hingowiesen, dass 
die von Weierstrass zuerst hergeleiteten Eelationen zwischen den Poriodi- 
citatsmoduln der hyperelliptiscben Integrale iinmittelbare Folgt'rungtni sind aus 
der Eeductibilitat der Associirten (2j9- 2)*" Ordnung der Differentialgleichung, 
welcher die Periodicitatsmoduln geniigen. Die Eechnung findet sicdi daselb.st**) 
flir die ultraelliptischen Integrale ausgefiihrt. Spater ist dit'stdbe fiir dit; hyper- 
elliptischen Integrale iiberhaupt ausgefiihrt worden***). 

Wir wollen nunmehr zeigen, dass die in der Thenrie der allge- 
meinen AnEi^schen Integrale vonliiEMANN herg(‘l<;iteten P-elatio- 
nen zwischen den Periodicitatsmoduln dor Integral t“ (;rst(;r und 
•zweiter Ga^ttung ebenso unmittelbaro Folgerungen d<;r in der 
vorigen Nummer gegebenen Eeductibilitiitssatze I. und 11. d ar- 
stellen. 

Die EiEMANNSchen Eelationen lassen sich nainlich in di(‘ tolgende I'orin 
bringen : 

1st Cj, Cj, ..., ein Fundamentalsystem von AuEnsfdien Infcgrahni, welelui 
nirgendwo in der EiEMANNschen Flacho logarithmisch uncndlich vn-dm i), so 
kann man ein Peri odensystem = I, 2, . . vun C, so wiilden, dass 

*) SitzUDgsbericlite 1889, S. 7U~717i). 

A. a. 0. S. 717 2). 

Vergl. 11. F. S. 12—17, 

t) Vergl. Sitzungsbericlite 1:897, S. 612*). 


1) Ahli. LIV, S. 36— o9 dieses Bandes. E. P. 
a) Ebenda S. 39. E. F. 

8) Abh. LXVm, S. 254: dieses Bandes. B. F, 
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(L.) 





'fc — 1, 2, 

J' — 1> 2, 



Wir wollen nuu zunaclist zeigen: 

(S.) Wenn die Gleichung (L.) fiir ein beliebig gewahltes Funda- 
mentalsystem Cf, C®, . . erfiillt ist, so bestebt dieselbe Glei- 
cbung fiir jedes andere Fundamentalsy stem Cj, C,, . . Cj^,. [484 

Es ist namlicb zunacbst 

I 

(1-) = 0^, cr + Cf + • • • + + 3i„(4r, s), (m = 1, 2 , . . 22 ,) 

WO die Grossen. von s nnabbangig sind und s) eine rationale Func- 

tion von s) bedeutet**). 

Sei nun dasjenige Periodensystem, fiir welches nach unserer Vor- 

aussetzung die delation 

P 

(2.) =2ResCr^- 

1 

bestebt. 

Ist A^.^, Bj^j^ das entsprecbende Periodensystem fiir C,^, so folgt aus (1.) 


also 


Jrnmm/iiv 


P 

(^•) Mu “ -^a -^ia] — 


(a,iC 

d0 


( 0 ) 


Andererseits ist 




r dQ „ 


dz 


■X 




‘^JcV^Ul. 




(7r® 

ResC-^- 
' a.? 


Aus (3.) und (4.) ergiebt sich aber unsere Behauptung. 

Nun folgt aber aus dem Satze 1. voriger Nummer, dass von x unab- 
bangige Grossen d, d^, d^, ..., d^ derart bestimmt werden konnen, dass 


(6.) dX + '5X + - + 'JrC= 

fk 

*) Vergl. Appell et Qouesat, Fonctions alg^briques etc., p. 142, 143. 
**) Vergl. Sitzungsberichte 1897, S. 611 ‘). 


1) Abh. LXYm, S. 253 dieses Bandes. E. F. 
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WO die die ihnen in No. 1 beigelegte Bedeutung haben, wahrend die Grossen 
(I, ft) duxcb die Gleicbung (F.) No. 2 definixt sind. 

"Wix wablen jetzt fax • ••, insbesondexe ein Pexiodensystem des 

Inte^als J, und fux das entspxechende Pexiodensystem von 

Fiir diese speciellen Functionen y^ exgiebt sich aus dex Definition 
dex Pexioden eines AsELschen Integrals, dass, wenn x einen Umlauf vollzieht, 
welcbex s in sich, selbst zuxiickfuhxt, y^ in eine lineaxe homogene Function 
2/in 2 ^ 2 ;? • ■ ganzzahligen Coefficienten ubexgeht. Durch den- 

selben Umlauf geht dahex in eine lineaxe homogene Function von 


(12) (18) (?»“1,«) 
%J %? •••? % 


48 s] mit ebenfalls ganzzahligen Coefficienten fiber. Andexerseits bleibt dex 
Ausdxuck (A, ft) seiner Bedeutung nach bei demselben Umliuifb von ./• unge- 
andert. Da abex ein Fundamentalsystem dex Gleicbungt'n (C,^.) darstdlt, 
so exgiebt die Gleichsetzung des Ausdruckes dex linken dex Glcifdmng 

(5.) vox und nach dem Umlaufe von x fux die Grossen d,, cin 

System hneaxex (jleichungen mit ganzzahligen Co<,;ftieicnten. K.s sind 
dahex A A..., A rationale Zahlen. 

Sei ‘ ' 


^0 ganze Zahlen sind, von dex Beschaffenheit, dass sie nicbt 

sammtlich denselben Theilex haben. Fjs ist also 

Nehmen wir d = r, so exhalt die Gleichung ( 5 .) die Vorm 

Auf bekannte Weise*) lasst sich nun zeigen, dass das Pexiodensystem 
y^ so gewahlt wexden kann, dass die Gleichung ( 7 .) wixd 


■(k-l, l-i). 


,„Ld« aeitapt ’ ’ 
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Setzen wir 
( 9 .) 


C'« = J, Cf = 


dx ’ 


rCO) 


0”-‘J 

dx’^-^ 


■und bezeichnen mit (A = 1, 2, dasjenige Periodensystem von 


fiir welches die Gleichung (8.) statt hat, so erhalt die Form: 




AuBjx — 


(1 = 1 , 2 ,...,^)) 


Ferner ist 




•<o,^ 

d 0 


Die Gleichung (8.) wird daher 

P 

(lb-) 


firm 

ResCr-^ 


Dieselbe &det fiir C°’, C'®, C“'j seiche ein Fundamentalsystem bilden*), [486 
statt, folglich nach dem Satze (S.) fiir jedes Fundamentalsystem von 
Integralen C,, C„. 

Es sei schliesslich noch bemerkt, dass die Satze in No. 2 zusammen mit 
der Gleichung ( 7 .) noch anderweitige Consequenzen ergeben, auf welche ich 
bei anderer Gelegenheit einzugehen mir vorbehalte. 


Vergl. SitzungsbericMe a. a. 0., S. 610, Satz la^). 


1) Ahh. LXVIII, S. 252 dieses Bandes. E. F. 


ANMERKUNG. 


Andernngen gegen das Original. 

S. 283, Zeile 2 vrarde hinter 1888 »an« eingefiigt, 

Fussnote **) 1889 statt 1888, 

„ 290 „ *) 1889 statt 1888, 

„ 291, Zeile 4 wurde »so bestelit< eingefiigt, 

„ 5 wurde »besteht« unterdriickt, 

„ 13 wurde Mnter Gleichung (2.) »besteht« hinzugeftigt, 

n ji 1 wurde »die« hinter wo eingefiigt, 

„ 293, Gleichung (10.) i];! statt 



LXXI 


BEMEEKUNGEN ZUE THEOEIE DEE ASSOCIIETEN DIFFEEENTIAL- 

GLEICHUNGEN. 

(Sitznngsbericlite der Konigl, preussischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 
1899, Xin, S, 182 — 195; vorgelegt am 9. Marz; ansgegeben am 16. Marz 1899.) 


. Das Folgende enthalt einen Auszug aus weiteren Untersucliungen [iSa 
iiber die mit einer linearen, homogenen Differentialgleicbung Ordnung 

(A.) verbundenen Associirten Ordnung (H.), deren Theorie icb in den 
Sitzungsberichten 1 888, S. 1115 ff.^) eingeleitet und in spateren Mittbeilungen 
daselbst fortgesetzt babe. Es wird die Frage,' wann die associirte DiiFerential- 
gleicbung Ordnung reductibel sei, welcbe wir bereits fur den Fall erledigt 
batten, wo es sich um die Differentialgleichungen der Periodicitatsmoduln der 
AsELscben Integrate bandelt*), fur den allgemeinen Fall wieder aufgenommen, 
indem wir die notbwendigen und bimeicbenden Bedingungen fur die Eeducti- 
bilitat zur Darstellung bringen. Das bier eingescblagene Verfabren giebt zu- 
gleicb liber die Art, wie die Eeductibilitat sicb bewerkstelligt, Aufscbluss. 
Hieran scbliesst sich der Nachweis, dass die Bedingungen der Eeductibilitat 
fiir den Fall erfullt sind, dass die Adjungirte der Diiferentialgleichung 
Ordnung mit dieser zu ein und derselben Klasse gebort. 

Endlich wird der SatZj welchen icb an der bereits erwahnten Stelle**) 
aufgestellt und mit Hiilfe einer gewissen quadratischen Form Z bewiesen 

*!:) Yergl. Sitzungsberichte 1889, S. 713 ff., und 1898, S. 477 ff. ®). 

Sitzungsberichte 1888, S. 1115 €.®). 


1) Abb. lilV, S. 1 ff. dieses Bandes. K. F. 

2) Abb. LIV, S. 34 ff. und Abb. XLXX, S. 283 ff. dieses Bandos. R. F. 

3) Abb. LIV, S. 1 ff. dieses Bandos. R. F, 
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hatte, dass die Losungen der Associirten (H.), durch die Quadratwurzel der 
Hauptdeteminante der Differentialgleicliung (A.) dividirt, einer DiiFerential- 
gleichung (H'O geniigen, die mit ihrer AdjuBgirten zu derselben Klasse ge- 
bort, durch eiB neues Verfahren begriindet, welcbes den Vorzug bat, in die 
atur der Coefficienten des Differentialausdruckes, durcb welcben die Losungen 
von (H.) mit denen ihrer Adjungirten zusammenbangen, einen tieferen Ein- 
hck zu gewabren. Wir baben zwar im Folgenden in den Entwickelungen 
uns^auf die Betracbtung des EaUes, wo ^ = 2 ist, bescbrankt. Es ist jedL 
acbtbar, dass der allgemeine Fall keine Modification der Metbode erfordert. 

183] j 

Sei 

eine Differentialgleicbung mit .rationa^^^ Coefficienten der unabbungigen Va- 
iiablen a;, deren Losungen sicb uberall bestimmt verbalten. 

2/1 > 2^2) 2^8 > 2/4 effi b undamentalsystem von Losungen der Gleicbune TA 1 
und werde gesetzt ' b 


( 1 .) 


ViVi — w 


y'iVz-y.yl = u„ 
y^y’i-y.y'^ = u„ 


u. 


hi 


y^y't — y^y'i-y^y'^ 

so genugen diese sects Fmctionen emer linearen, homogoiien Differential- 
gleicbung secbster Ordnung*): J^incrcntidi- 

derselben verzweigen sicb in denselben singularen Punkten 

HieKU mache ich Ton einem Satee Gebrauch, welcben ich in don 

gegeben babe, dass eine Klasse t™ Hnearen, bLogenen 

*) Vergl. Sitznngsberichte 1888, S. 1118 *). 

. **) Vergl. Sitzungsbericlite 1888, S. 1276 s). 


1 ) Abb. LIV, S. 5 dieses Baades. E. F. 
*) Ebenda S. IS. K. p. 


BEMERKUNGEN ZUR THEORIE DER ASSOCIIRTEN DIFFERENTIALGLEICH0NGEN. 297 

Differentialgleichungen im Allgemeinen Ordnung, in welcher sich eine 
reductible befindet, auch. solcke entb.alt, deren Ordnung kleinex ist als m. 

Soil also die Gleichung (B.) reductibel sein, so giebt es rationale Func- 
tionen von der Art, dass die Functionen 

(2.) (Z: = l,2,...,6) 

einer linearen, homogenen Gleicbung geniigen: 

(C.) K,TT, + K,U, + - + K,U, = 0, 

wo JSTj, S’j, . . JSTg constante Grossen bedeuten. 

Sei a ein bestimmter der singularen Punkte, in welchem sich die 
Losungen von (A.) und (B.) verzweigen, und seien ?’i, »'j, »*,, die Wurzeln 
der zu a geborenden determinirenden Fundamentalgleicbung von (A.). 

Wir woUen der Einfachbeit der Darstellung wegen voraussetzen (die 
Resultate werden von dieser Voraussetzung nicht beriibrt), dass nicbt das [184 
Doppelte der Differenz zweier der Grossen eine ganze Zabl wird. Bedeuten 
alsdann die beziiglicb zu als Exponenten geborigen 

Losungen von (A.), und setzen wir: 

^0 ^ 1 "t ^ j Qz ^1 "t ^4 1 , 

P4 = r, + r,-l, Qt, = r^+r^-l, p, = + 

so geboren die Functionen beziiglicb zu den Exponenten und die Func- 
tionen Z/j, beziiglicb zu den Exponenten + wo eine ganze Zabl 

bedeutet. 

Das Besteben der Gleicbung (C.) erfordert, dass wenigstens zwei 
der Grossen pj sicb nur um eine ganze Zabl unterscbeiden. Der 
uber die Grossen gemacbten Voraussetzung zufolge kann es aber unter den 
Grossen pj. nicht mebr als zwei geben, die sich um eine ganze Zabl unter- 
scbeiden. Wir konnen die Bezeichnungsweise der Grossen r^, so 

wahlen, dass p,, und p^ diejenigen beiden der Grossen p^ bedeuten, deren 
DiiFerenz eine ganze Zabl ist; alsdann muss die Gleicbung (C.) die Gestalt 
annebmen : 

(C'.) = 0. 

Fuchs, inathem . W orke . III. 
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W 

2 . 

Mogen die Losungen nach irgend einem Umlaufe W iibergehen in: 
(DO (2^i) = Vi + “te 2^2 + ^4? (^ = b 2, 8, 4) 

alsdann erleiden die Functionen dutch denselben Umlauf die Substitution: 

(DO I (*<«) — Sifc(^^))i;%) (**«) ~ Si(^^)*“4> 

' (Mj) = S)!;(^^)a%I (**6) ~ 2ife(^^)i“i» 

WO die Summation in Bezug auf Ti von 1 bis 6 zu nehmen ist, und wo 

/ (^,0i = 

{k,l\ = ccj,,ai,-a^cc^„ 

Qc,l\ = afe,ai, 

(^.Os = «*:»%- «iU%> 

(^«j0. = 

gesetzt worden ist. 

Aus den Gleichungen (2.) voriger Nummer und aus (I)'.) ergiebt sich, 
dass dutch den Umlauf W die Functionen die Substitution 

*85] ( m = S.(12),14, (UJ = 

(D®0 m = (U.) = 2.(23),U„ 

^ (C^J = 2.(24).U„ (UJ = 2.(34), f/„ 

etfahten. 

Soil abet die Gleichung (B.) reductibel werden, so muss nach voriger 
Nummer [(C.)], und den iibet die Grossen gemachten Voraussetzungcn zu- 
folge : 

(FO A,(!7J + KM = ^[K,U, + IM 

sein, wo ;i eine Constante bedeutet; d. h. 

A, (12), + Z,(34), = 0, Z-,(12), + ^,(34), = 0, 

A;(12)3 + A;(34)3 = 0, ^,(12). + Z-.(34), = 0, 

A,(12), + r3(34)3 = XK„ A,(12), + Z.(34)3 = IK,. 
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Die beiden letztea Gleicbungen liefern zusammea die Bedingungsgleicbting: 

(«.) JK;Z,[(12),-(34).] + Z|(34X-ZK12). = 0. 

Sind umgekehrt die Bedingungsgleicbungen (F'.) erfiillt, so folgt, dass 
die Function: 

(G-) <? = K,u, + K,u, 

nach dem. Umlauf W iibergeht in 

(G-'.) (tp) = A'(p, 

wo X ebenfalls einen constanten Factor bedeutet. 

Sind die Bedingungsgleicbungen (F.) oder (F'.) fur alle Umlaufe W der 
unabbangigen Variablen erfiillt, so wird demnacb die logaritbmiscbe Ableitung 
der Function cp eine rationale Function sein. Damit die Gleicbung (F.) fur 
alle Umlaufe erfiillt werde, ist aber notbwendig und binreicbend, dass dieses 
fur die um die einzelnen singularen Punkte der Gleicbung (A.) vollzogenen 
Umlaufe (die Fundamentalumlaufe) gescbiebt. 

Wir erbalten also die folgenden Satze: 

I. Die notbwendige und binreicbende Bedingung dafiir, dass 
die Gleicbung (B.) reductibel werde, ist die, dass die Beziebungen 
(F.) Oder (F'.) fur alle Fundamentalumlaufe der unabbangigen 
Variablen besteben. 

II. Im Allgemeinen wird die Gleicbung (B.) in dem Sinne 
reductibel, dass sie mit einer linearen, bomogenen Differential- 
gleicbung erster Ordnung mit rationalen Coefficienten ein In- 
tegral gemeinsam bat. 

Der zweite Satz bestatigt sicb in der That an den Differential- [i86 
gleicbungen, welcben die Periodicitatsmoduln der AsELscben Integrale Ge- 
niige leisten*). 

Hieran moge nocb eine Bemerkung angeschlossen werden. 


*) Vergl. Sitzungsberichte 1889, S. 715, 1898, S. 481^). 


1) Abh. LIV, S. 36 und Abb. LXX, S. 288 dieses Bandes. R. F. 
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Die Anzahl der in. einer beliebigen Differentiulgleichimg viertcr Ordnung 
deren Losungen iiberall bestimmt sind, ausser deu singuliiren Pimkten auf- 
tretenden Parameter ist grosser als die Anzahl der durch die (ileicbungen 
(F'.) fiir die einzelnen Fundamentalumlaufe denselben atifzuerlegeiuieu Be- 
dingungen. Hieraus kann a priori geschlossen werden, duss, wenn di(! singu- 
laren Punkte von vorn herein festgelegt werden, man diest; Parainetfjr stets 
so bestimmen kann, dass die zweite Associirte der Dilferentialgleicimng vicrter 
Ordnung reductibel wird. 


3. 

Wir wollen nunmehr eine specielle Art von Differeiitialgleicimngcn vicrter 
Ordnung behandeln, fur welche die Bedingungen fur die Reduetihilitat der 
zweiten Associirten, welche wir in den vorhcrgeliemlen Nuinmern gegeben 
haben, erfullt sind. 

Es werde vorausgesetzt, dass die Adjungirte di‘r Differentialgleiehung (A.): 
•8'“’ + + ff, «**’ + </, / + s = 1) 


mit (A.) zu derselben Klasse gehort. 

Seien wieder r^, r^, die Wurzeln der zu (dm-m singuliiren Punkte « 

gehorenden determinirenden Fundamentalgleielmng nnd //,,//,, .y,, LOwuigeu 
von (A.), welche bezuglich zu den Exponcnten r/gelHCii’. ‘ He.leuteu 

^1) -S',) ^4 beziiglich zu t/,, f/^, ij, adjungirfen lAsungen von (A'.), s(» 

gehoren dieselben bekanntlich bezuglich zu den Ikxpunenten : 

"f ” Tg -f’ 3, — “ 3. 

Unserer Voraussetzung gerniiss giebt es rationale Fun<-ti..nru 


u'Aj, y XX 3 


von der Beschaffenheit, dass: 

^(y) == Ay + Ay'+ Ay‘*’+ 

for jede Ldsung y der Gleichung (A.) der Glcichung (A'} (i.-niige leistet. 

a le ^Ponenten, zuwelchen die Functionen AO/J gehoren, Hiei. bezuglich 

^ 7] von r, urn ganze Zahlen unterscheiden, so rniissen, von udditiven gauzen 



BEMERKtTNGEN ZUE THEORIE DEE ASSOCDETEN DIFFEEENTIALGLEICHUNGEN. 301 

ZaMen abgesehen, -rj+ 3, . . -r^+ 3 bis auf die Eeibenfolge mit r,, 
ubereinstimmen. 

Wir macben der Einfachheit wegen die Voraussetzung, dass fur keinen 
der singularen. Punkte zwei der Grossen um ganze Zableu von einander 
verschieden sind oder eine ganze Zahl wird. Dann zerfallen die Wurzeln 
in zwei Gruppen zn je zweien, und in jeder dieser Gruppen ist die Summe 
der Elemente eine ganze Zabl, und diese Gruppirung ist nur auf eine Weise 
moglich. Wir wablen die Bezeicbnung so, dass ganze Zablen 

sind. Alsdann ergiebt sich: 

L Dip D eterminante A der Substitution (D.) ist der positiven 
Einbeit gleicb. 

Ist namlicb 

(2-) p, = ■^^ + sp(a;-a), 

so ist : 

( 3 .) + + = 6 — «. 

Es ist also a eine ganze Zabl, und daber die Hauptdeterminante des 
Fundamentalsystems eine rationale Function, woraus sicb unmittelbar 

ergiebt: A = 1. 

Wir baben nunmebr 

(4.) Zy ftjA(yj), A, = ^3 (^ 4 ) j ^4 

wo fij, Pj, ftj, constante Factoren bedeuten. Wenn dem. TJmlaufe W die 
Substitution (D.) der y^. entspricbt, so ist die Substitution, welcbe ^ 1 , 
durcb denselben Umlauf erfabren, nacb Gleicbung (1.): 




jfb 

«*4 


^23 


7 


1^2’ 


F* 




«14 


^13 

1^2 




Fs’ 

f^4 


«4I 

]h 

1^2’ 

“44 

) 


fts 

;*4 

/^4 

«3I 


*34 

f*4 

^88 


Fl’ 

ftj’ 

f*3’ 



( 5 .) 


o = 
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Bekanntlich erfahren die Elemente durch den Umlauf W die 

zur Substitution (D.) reciproke Substitution. 

Bezeichnen wir daher die zum Elemente adjimgirtc I'nterdeterniinante 
mit so erfabrt nach dem Umlaufe W das System f,, die Substitution 

( 6 -) . = (A«). 


Durcb Vergleichung mit (5.) folgt demnacb: 


(?•) 


•^n — ^ 28 ? 


A = a A 

A cc A 

-^31 — « 42 — J 

A a A 

41 — ' ^33 .1 

ri 


K 

rt 


a A 


ft. 

y 

^14 “I 

ru 


1 ^ 

"" /I ' 






A. 




■If » 


Setzen wir; 

( 8 .) 

so ist nach bekannten Determinantensatzen: 

(9.) 


KK-KiK = Ya, KiK~K^n 
KK~KK ~ ylf, Aj,a,,-a^,a,, 

K K ~ K K = , A,, a,, - Aj, A,, 


/4I I 




1 rS 

= — 

■ ( 24)4 

(4) 

1 / 13 

= . 

-(24),, 

r:i> .= 


(24)„ 

I y'u 

== — 

(23),. 

? / 14 

= 

(23),. 

y?; - 

: «.« 

(23),,, 


= 

(13). 

; /24 

=r ~ 

~(13)o 

- 


(43)„ 

\ 

/ 28 

=: — 

(14)„ 

, y"” : 

> '23 


( 14 ) 4 , 

= 

- 

{J4).- 

leits folgt 

vermittelst der Glcichungen ( 

7.): 


r'®’ = -(‘a 
/ 18 

ft. 

(24)„ 


1/‘t> = 

' I. — 

.ffi 

ft. 

(2*)., 


== 

ft, ft, 
ft. ft4 

II 

(23)„ 


yr.' = 

ft. 


.» Yu 

=r 

i^2 ' ^ 

' a. — 

ft. 



ifi 

ft. 

(13)., 

Y^ 

= 

(13)., 

II 

(14)., 


v<»> _ 
^23 

.ft. 

ft. 


:> Yn 

= 

ft. 


( 10 .) 
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Aus (9.) und (10.) ergiebt sich; 

(i + l)(24), = 0, 


( 11 .) 


(i + i)(24). = 0, 




(i + l)(23). = 0, 
(i + l)(14). = 0, 


(■ 


fhjh 

/*» 


f*l ft* 

^+1 
f*l 


)(23), = 0, 
(i + l)(U).= 0, 
(A- + i)(13).= 0, 

)(13). = 0, (&i_l)(13). = 0. 


Aus dieseu Gleichungen folgt, dass im Allgemeinen: 


[i8^ 


( 12 .) 


j ft. = -fts, 

I ft, = -ft, 


sein muss. Analog, wie die Gleichungen (9.) und (10.), ergeben sicb die 
folgenden Gleichungen: 



1 

— (34:)s — 

(12)„ 

y',? = 

-(34), = 


(13.) 


= (34), = 

-^(12)., 

r4 

yS = 

(34)j = 



' 

^ /l2 

= -(34), = 

-f-(12)„ 

ft. 

yit' = 

(34), = 



1 Yfl 

= -(12), = 

-— (3^),> 

* 

yi’ = 

(12), = 

^2 

(14.) 


= (12), = 

-^(34)„ 

y^i = 

-(12), = 

-f-(34)„ 

M'l 


\ rS 

= (12)e = 

f-f-(34),, 

y‘/i = 

(12). = 

(34),. 

Die 

Form 






(15.) 



cp = A,m, + Z,m, 



verwandelt sich 

durch den Umlauf W in 





(16.) (<p) = [Z;(12),+ A,(34)J«;+K(12), + Z-,(34 )Jm., 
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wenn das Verhaltniss 


den Gleicliungeii: 


(17.) 

(17a.) 


j X,(12). + r.(34). = 0, 
I Z,(12). + i:.(34), = 0, 
j Z,(12), + Z.(34), = 0, 

1 Z,(12), + Z.(34), = 0, 


geniigt. Aus den Gleichungen (17.) und (I7a.) folgt vermittelst der Gleichtingen 
(13.), (14.) der gemeinsame Werth: 

( 18 .) 

Nach den Gleichungen (13.), (14.) ist femer 


(19.) 


Z,(12), + Z,(34), = Z-ij(12), + -^-(12),j, 
Z,(12).+ Z.(34). = Z,-^j(12), + -^-(12),j. 


190] Es hat demnach die Form 

(15a.) ? = Ml +■“'«. 

ri 

die Eigenschaft, nach. dem Umlaufe W in 


( 20 .) 


(?) = ? ( 12 ) 


ih. 


+ ( 12 ), 


iiberzugehen. 

Ans diesen Gleichungen ergiebt sicb: 

II. Die zweite Associirte einer mit ibrer Adjnngirten zu der- 
selben Klasse geborigen Differentialgleichung viertcr Ordnung 
ist reductibel*). 


In tibereinstimmung mit II. voriger Niimmer folgt abcr ferner au.s Glei- 
cbung (20.) die Art, wie die Eeductibilitat sicb berstellt, niimlidi: 

III. Die zweite Associirte wird durcb eine Function bcfrie- 
digt, deren logaritbmiscbe Ableitiing rational ist. 


*) Diesen Satz hat mein Sohn Richaed in einer demnachst zu verOffentlichenden Arbeit auf einem 
anderen Wege bewiesen'). 


1) Vgl. Journal f. i. r. u. a. Maftematik, Ed. 121, S. 205-209 .tlber lineare Differentialglriohangau , welch* mit Ihrer Adjnn- 
girtOR ZR derselben Art geb6reii“. E. F. 
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4. . ■ 

Ich habe firiiber*) far die Associirte einer DiflFerentialgleichung 
Ordnung 

( 1 .) • + + = 0 , 

namlich 

(2.) «<’'> + PjM'’'-" + . . . + = 0**) 

nachgewiesen, dass dieselbe zu ihrer Adjungirten: 

(3.) = 0 

in. der Beziebung stebt, dass 

(4.) u = + 

ist, wo H die Hauptdeterminante von (l.) und A^, rationale 

Functionen von x bedeuten, oder, was dasselbe besagt, dass die Differential- 
gleicbung fiir mit ibrer Adjungirten zn derselben Klasse gebort. Icb 
babe daselbst***) diesen Satz mit Hiilfe einer ans der Function u und ibren 
Ableitungen gebildeten quadratiscben Form bewiesen. Icb will bier den- [191 
selben Satz durcb eine andere Methode berleiten, welcbe den Vorzug bat, in 
die BescbaiFenbeit .der Coefficienten eine tiefere Einsicbt zu gewabren. 
Icb bescbranke micb dabei, obne der Allgemeinbeit Abbrucb • zu tbun, auf 
den Fall, dass die Differentialgleicbung (l.) von der vierten Ordnung ist. 

Es sei also y^^ y^ ein Fundamentalsystem von Losungen der Glei- 

cbung : 

(la.) + + = 0, 

deren Integrale uberall bestimmt sind. Es mogen dann die- 

selbe Bedeutung baben, wie in Gleicbung (1.) No. 1. 

*) Yergl. Sitzungsberichte 1888, S. ^). 

Yergl. a. a. 0. S. 1118, Gleichung 
***) Yergl, a. a. 0. S. 1120®). 


1) Abb. LIV, S. 2 ff. dieses Bandes. R. F. 

2) Ebenda S.**5. R. F. 

8) Ebenda S. 7—8. E. F. 

F n 0 li s , inathem. W erlco. HI. 
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Wir wolleu 


(H.) 


ii> mM 


M® Uf + Uf Uf - (m® < + «') + < 


T{k, 1) 


setzen. 

Fiir ein anderes Fundamentalsystem der Gleicliung (la.) seien 

..., Wg ebenso aus gebildet, wie aus also 

(6.) W, = Y),?)'— TJ.r,', . . it’s = 

Sei 

(6.) Tii = Ci,y,+ ej,y,+ Ca^s + <^t4y*7 (*:= 1,2,8,4) 


SO ergiebt sich aus bekannten Determinantensatzeu : 
(J.) PQc., 1 ) = A^(Z-, 1 ), 


wo 


(H'.) < 2 (A, 1 ) = + itf ) + !<’«•"’ 


und A die Determinante der Gr 6 s.sen also 

( 7 .) A = lf,,| 

ist. 

Aus (J.) ergiebt sich zuniichst: 

I. Es ist P{jiil) cine Invariantc in Bezug uuf dio vorschiiule- 
nen Fundamentalsysteme 2^1) y/,) .y* Gleicliuiig (la.). Aus dor- 

selben Gleichung (J.) schlies.sen wir fcrner, <ias.s P(/.‘,/) tiiirrh kciuoii lin- 
lauf der unabhiingigen Variablen geiiiulert wini, woun II dir 1 luiqitdrtrnni- 
nante der Gleichung (la.) ist. Da die LusmigcTi vuu (la.) i'dirniirs iila-rall 
bestimmt sind, so erhalten wir den Sat/,; 


ist eine rationale Function von x. 

192] Zur Bestimmung dieser rationalen Function konnen wir nacii Salz I. fiir 
zii einem singularen Punkte a der (ihichung (la.) zugclidrigrs 
kanonisches Fundamentalsystem wahlen. Sind '‘,5 

zugehorigen determinirenden Fundamentalgleichung, welchr bezilglirh den 
Elementen y/,, entsprechen, so werden im Allgemcintm m,, zu 


BEMEEKUNGEN ZUE THEOEIE DEE ASSOCIIETEN DITTEEENTIALGLEICHUNGEN. 307 


den Exponenten 

J'j + ^2 1 J + /g 1 , . , . , /g + 1 

gelioren und demzufolge in der Umgebung von x = a: 

(8.) T(h,l) = 

sein, wo 

— eine nach ganzen, positiven Potenzen von x — a fortschreitende 
Eeihe bedeutet. In der Umgebung von a ist aber: 

(9.) H= 

wo — «) eine nacb ganzen, positiven Potenzen von x — a fortschreitende 
Eeihe bedeutet, die fur x = a nicht verschwindet*). 

Eolglich ist 

(10.) = {x-a)-^-^^^^tl{x-a). 

Seien 5^, 5^, Sg, die Wurzeln der zu a: = oo gehorenden determinirenden 
Pundamentalgleichung, und wahlen wir fur das zu a; = oo gehorende 

kanonische Pundamentalsystem , dessen Elemente bezuglich zu 5 ^, ge- 

horen, so ergiebt sich ebenso: 

(8a.) FQ^,l) = 

wo nach ganzen, positiven Potenzen von fortschreitende Reihe 

bedeutet. Nun ist aber in der Umgebung von x — oa 

(9a.) = 

wo eine nach ganzen, positiven Potenzen von fortschreitende Reihe 

bedeutet, die fiir a: = oo nicht verschwindet. 

Es ist also in der Umgebung von x = co 

(10a.) = 

*) Crelles Journal, Bd. 66, S, 144 ^). 


1) Abh. YI, S. 184, Band I dieser Ansgabo. E. P. 
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193] Pur Tc+ 1 <A muss also zufolge der Gleichung (lO.) <Pj,(a:) fur x = a 
mindestens von der — Ordnung verscitwinden. 

1 st also 0 die Anzahl der im Eudlichen gelegenen singularea Punkte der 
Gleichung (la.), so wiirde %,{x) eine gar^e, rationale Function mindestens 
0(4—^;—/)*“ Grades sein. Nach Gleichung (lOa.) aber ist dieser Grad nicht 
hoher als — 

III. Ist also die Anzahl o der im Endlichen gelegenen singu- 
laren Punkte der Gleichung (la.) grosser als 1 , so ist <p^(a), fiir 
h-^lc.A, identisch ISTull. 

Fiir li + l= i ist nach Gleichung ( 10 .) (fj_,{x) in keinem der im Endlichen 
gelegenen Punkte unendlich, aber nach (lOa.) auch im Unendlichen nicht; es 
folgt also: 

IV. Fiir h + l= 4 ist <Pj,(fl:) eine Constante 

Aus der Definitionsgleichung (H.) fur Pik^l) ergieht sich 

(K.) DP(7i:, 1 ) = P(7c + 1, 1 ) + P(7i:, 7+1), 

wo D den Differentialquotienten nach x bedeutet, und 
(L-) F(l,h) = F{h,l). 

Nach Satz III. ist nun 


( 11 .) 


P(0, 0) = 0, P(0, 1) = 0, P(0, 2) = 0, P(0, 3) = 0, 
P(l, 1) = 0, P(l, 2) = 0, P(0, 4) = 

P(l,3) = p(2,2) = 


Nach (K.) ist 


also 


(«.) 

Aus 

ergieht sich 
(^•) 

Ferner ist 


(y-) 


0 


0 = DP(0,3) = P(l,3) + P(0,4), 
P(l,3) = -P(0,4). 

0 = DP(1, 2) = P(2, 2) + P(l, 3) 

P(2, 2) = P(0, 4). 

D'P(0, 3) = P(2, 3) + 2P(1, 4) + P(0, 6). 
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Durch DiffereRziruBg von (jS.) erhalten wrr 
W 2P(2,3) = P(l,4)+P(0,5). 

Aus (y.) und (d.) folgt 

(s.) -P(1,4) = --|p(0,5); P(2,3) 1P(0,5). 

Setzen wir diese Werthe in [194 

DP(0,4) = P(l,4) + P(0,5) 

ein, so ergiebt sich 

P(0,5) =|-DP(0,4), 

also nach. (e.) 

(M.) P(l, 4) = -|dP( 0, 4) = iDP(l, 3). 


5. 


Um nun den oben bezeicbneten Satz zu beweisen, bedienen wir uns eines 
Verfahrens, welches wir bereits bei friiherer Gelegenheit*) angewendet haben. 
Aus der Gleichung 

P(0,0) = P(Mj, ^2, Mj) = 2(MjM, — tfjM +W5«4) = 0 
folgt namlich das System: 


(N.) 


du^ 

dF 

ap 

awj 

dF 

awj 


dF 


dF 

“■ + 


du. 

, dF , 


dF , 



du. 

dF 

rt%\ V i'<i\ 


dF , 



-5 — M 
du. 

dF 

/A\ Vy JLa f4%\ 


dF , 


+ 

du. 



dF , 

(4) 


— ** 
du. 


0, 

0, 


du^ 

7 

VjL’ 

■5 * "t "a — 

au^ '■ dw. 


dF ,,, dF vjo 

-W-I. 

, du, 


dF 


<> 


.2P(1,1) = 0, 
2P(1,2) = 0, 
2P(1,3), 

■2P(1,4)-2DP(1,3). 


*) Vergl. Acta mathematica, Bd. 1, p. 330 ff.*). 


1) Abli. XL, S. 303 ff., llaiidn dioser Ausgabo. 11. F. 
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Bezeichnen wxr mit die zu «,, «„ bezugHchen adjungirten 

Losungen der Gleichung (3.) (fur n = 2, v = 6), mit ^ die Hauptdeterminante 
der Wj, und setzen 

(1.) I ' = 2[-i’(l.‘)-D-P(1.3) + -%-P(l,3)], 

( p = 2P(l,3), 

SO ergiebt die AufLosung der Gleichungen (N.) 


dF 

J- = 


0c= 


195] Da nach den Gleichungen (11.) und (M.) voriger Nuramer 

P(l,3) = yll (y constant), 


und da 


so ist 


P(1.4) = 1dP(1,3) = 1/^, 

dIog <y J, dlogll _ 

dx ” ” ~ 


(0-) A = yE(bp^-2P,), = 2yK 

Die Gleichungen (2.) sind gleichbedeutend mit 

f 2 Mg = + [iv[, 2u^ = 

j ~ + —2tt^ = + 

\ 2u^ = kv^ + fiv',, 2u^ = + 

und diese Gleichungen beweisen nicht nur den am Anfange der Nummer 4 
erwahnten Satz, sondern sie bestimmen auch die Beziehung der Lo- 
sungen zu ihren adjungirten vollstandig. 



ANMERKUNGEN. 


1) Anderungen gegen das Original. 

S. 295, Zeile 6 des Tex|ps ^vurde hinter Differentialgleichung Ordnung« eingefiigt, 

„ 297, „ 2 enthalt statt vorhanden sind, 

„ 10 »nnd seien« vor ri,r 2 ,r 3 , eingefiigt, 

„ 299, „ 9 V. u. bestehen statt bestebt, 

Fussnote 715 statt 57, 

„ 302, Zeile 5 v. u. Grleicbungen statt Gleicbnng, 

jg- 

„ 304, „ 1 »Yon« vor gestricben, 

A.0 

„ 7 V. u. Die zweite Associirte statt die Differentialgleicbung der zweiten Asso- 

ciirten, 

„ 6 V. u. Differentialgleicbung statt Gleicbung, 

„ 306, „ 9 V. u. der statt ziir, 

„ 308, „ 14 Definitionsgleicbung (H.) statt Differentialgleicbung (H.), 

„ 16 »und« am Ende binzugefugt, 

„ 310, „ 2 »und« vor mit d unterdriickt. 

2) Die in der No. 3, Gleicbung ( 12 .) aufgestellte Bebauptung: Aus den Gleicbungen ( 11 .) folgt, dass im 

Allgemeinen sein muss, kann nicbt aufrecbt erbalten werden, Vielmebr muss 

zwiscben den beiden wesentlicb verscbiedenen Fallen: 1 ) = ^ 3 , ^2 = H 2 ) /“'a = — 

unterscbieden werden. Auf den vorliegenden Gegenstand beziebt sicb meine Arbeit (Journal f. d. r. u, 
a. Matbematik, Bd. 123, S. 54—65, tJber lineare bomogene Differentialgleicbungen , welcbe mit ibrer 
Adjungirten zu derselben Art geboren).- Icb babe daselbst (No. V) gezeigt, dass im Falle 2 ) die Grosse 
A 3 (No. 3, Gleicbung ( 1 .) der vorstebenden Arbeit meines Yaters) verscbwindet, und dass ein Integral 
der zweiten Associirten wird, was mit dem Satze III. der No. 3 ubereinstimmt. Im Falle 1 ) dagegen, 
der mit den Gleicbungen (11.), (13.) und (14.) der No. 3 gleicbfalls vertraglicb ist, wird die zweite 
Associirte in anderer Weise reductibel. 

Eine ahnlicbe Bemerkung gilt aucb von dem Satze II. der No. 2 . Wenn die Reductibilitat der 
zweiten Associirten so erfolgt, wie in diesem Satze angegeben, so bestebt zwiscben einem Integral y 
der Gleicbung (A.) und einem Integral z ibrer Adjungirten eine Bezeicbnung 

^ == Ao 2 / + Ai 2 /'+ A 22 /", 

wo die logaritbmiscben Ableitungen von Aq^ A^, A.^ rationale Functionen von x sind. Die Reductibilitat 
der zweiten Associirten kann aber aucb in ganz anderer Weise erfolgen. Mein Yater ist, wie es 
scbeint, zu der speciellen Art von Reductibilitat zufolge der von ibm in der No. 1 gemacbten Annabme 
liber die Natur der Wurzeln der determinirenden Fundamentalgleicbungen und der Annabme (C.) bezw. 
(O'.) derselben Nummer gelangt. R. F. 
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Lxxn. 

UBER EINE BESONDERE GATTUNG VON RATIONALEN CURVEN 
MIT IMAGINAREN DOPPELPUNKTEN. 

(SitzTingsbericlite der Eonigl. preussisclien Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 
1900, VI, S. 74 — 78 ; vorgelegt am 1. Pebruar ; ansgegeben am 8. Pebruar 1900.) 


In einer analytischen Untersucbung bin ich zu folgendem Problem [74 
gefiibrt worden: 

Es soil eine rationale Function z der unabliangigen Variablen z = F{t\ 
von folgender Beschaffenbeit gebildet werden. 

I. Die Function F{t) soR nur fur endlicbe nicht reale Wertbe unendlicb 
werden, welche sammtlicb in einer und derselben durch die reale Axe in der 
iJ-Ebene ausgescbnittenen Halbebene sich befinden. 

II. Die der realen t-Axe in der .cf-Ebene entsprecbende Curve C soil 
durch eine endlicbe Anzabl vorgescbriebener Punkte hindurchgeben. Endlicb 
soUen 

III. keinem Punkte der Curve C zwei verscbiedene oder zusammenfallende 
reale Losungen t der Gleichung z = F(t) entsprecben. 

Diese Aufgabe kann natiirlicherweise verschiedenartige Losungen zulassen. 
Sind z^, z^, ..., z^ die vorgeschriebenen Punkte in der if-Ebene, so konnte man 
beispielsweise n endlicbe nicht reale und von einander verscbiedene Wertbe 
in einer und derselben Halbebene t willkiirlich als Unendlichkeits- 
steUen der Function wahlen und ebenso n willkiirlicbe reale und von ein- 
ander verscbiedene Wertbe (3^, . . ., auf der realen ^-Axe den Punkten 

Fuchs, mathem. Wsrke. m. 40 
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zuordnen. Dann wird die Function 

( 1 -) 




WO 


(2) c . ‘Ti 

‘"yYo..'i )'’vr/? '1 irzr”+'<sv 

wenn 
(3.) 


t-Q, ' 


(n) 


n9y.)rvi^) ^.-9. ‘Y(ft) 


+ 


'"V'fST /Sn"^ 


... (a:-/3„) 

gesetzt und mit dem rechts oben stehenden Accent die Ableitung nach t be- 
7S] zeicbnet wird, den Bedingungen I und II Geniige leisten. Es wiirde sich 
nun datum handeln, nachzuweisen, dass go gewahlt 

werden konnen, dass auch die Bedingung III erfiillt wird. 

Diese Aufgabe kann u. A. dutch eine Methode gelost werdon, welche 
wir im Folgenden nur andeuten wollen, indem wir uns die nahere Begriindung 
fiir eine andere Gelegenheit vorbehalten. 

Es sei vorausgesetzt, dass die Existenz einer den Bedingungen I 11 TII 
geniigenden Function . » » 




t-Q 


+ 7-V + - + 

'1 i-Qn 


m definirt sind, er- 


wo die dutch die Gleichungen (2.) und (3.) fiir n 
wiesen sei. 

^ 1st alsdann C ein wn verschiedener Punkt in der ^-Ebene, 

«) ein von verschiedener in derselben Halbebene t gelcgencr nicht 

realer Werth und /? ein von /3„ verschiedener Punkt der realen 

^-Axe, so geht die der realen t-Axe der Gleichung 


(4.) 




hit) 


gemass in der ^-Ebene entsprechende Curve C durch die Punkte ^ ^ C 

und as entsprechen densalben bea. die realen Werthe I , auf der 

realen f-Axe^ wenn ^ ^ 

( 6 .) 

gesetzt wird. 
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Es lasst sich nun beweisen, dass in Folge der iibex ge- 

macbten Voraussetzung die Function 


E(i, f,) 


"Ml 


hit) h{t,) 


nicbt fiir reale Wertbe von t und mogen diese von einander 
verschieden oder einander gleich sein, verschwinden kann. 

Der Modul dieser Function besitzt daber fur reale Wertbe von t und 
eine von Null verscbiedene untere Grenze, welcbe wir mit M bezeicbnen 
wollen. Hieraus folgt, dass die Gleicbung (4.) ebenfalls der Bedingung TTT 
Geniige leistet, solange mod d < Jlf, d. b. solange der Abstand des Punktes C 
vom Punkte eine gewisse angebbare Grenze nicbt uberscbreitet. 

Die Gleicbung (4.) bebalt dieselbe Eigenscbaft, wenn C aus einer [76 
Anfangslage C°’ fortscbreitet und zugleicb /3, q von den Anfangslagen /5 = 

Q = ausgebend Lagenanderungen erfabren so lange, bis entweder neben 
den Gleicbungen 

(7.) d = -Hii,t,), 

(8.) d, = —H^it,t^), 


wo 8^ der conjugirte Wertb von d ist und aus bervorgebt, 

wenn die Coefficienten von H durcb ibre conjugirten Wertbe ersetzt werden, 
nocb die Gleicbung 


(9.) 




dH dH, 
dt dt^ 


dg djg; _ 

dt^ dt~ 


durcb endlicbe Wertbe von t und befriedigt wird; oder so lange bis den 
Gleicbungen 

(10.) + 0, 

( 11 .) + = 0 , 

WO ‘’“^jF'j(i{), \(t) bez. aus ‘””F’(i) und h{t) bervorgeben, wenn die Coefficienten 
derselben durcb ibre conjugirten Wertbe ersetzt werden, endlicbe Wertbe 
Geniige leisten; oder bis den beiden Gleicbungen 
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( 12 .) 

(13.) 


'”*y(0A(0-‘”V(0A'(0 ’ 


endliclie "Wertlie von t geniigenj oder endlich., bis 


(14.) + = 0. 

Die Elimination von t nnd \ aus den Gleichungen (7.), (8.), (9.) moge nnn 
exgeben 

= 0 

Oder 

(15-) i?(c,c„,^,«.,pj = 0, 

wo Cj den conjngirten Werth von C darstellt. In gleicher Weise folge ■ dutch 
Elimination von t aus den Gleichungen (10.), (ii.) 


Oder 

(16.) 


'S’x(<^, <^o,^>,^>o) = 0 

■^l(^I ^0) &} <?o) = 0) 


77 ] endlich durch Elimination von t aus den Gleichungen (12.) und (19.) das 
Kesultat 


1 ^0) Q t Qo) — 0 

Oder 


Kerne der drei Functionen JJ, besifet einen Factor o)(C,C.), dossei 

sammtliche CoefBoienten gleichreitig von (J, p. nnabhanglg sind, und e 
konnen die Gleichungen (14.) bis (17.) nioht fur J = o, #. = 0 idcntisch i, 
Bee,^ anf e, erfflUt wden. 1st nun ein in der a-Ebcno vor 

geschnebener Prnikt, so werden im Allgemeinen die Ausgangswerthe C" 
so gew^k werdeu konnen, dass, wenn C eine von C" nach hinfiihrendi 
Curve r in der a-Ebene besohieibt, f und j sick so andem konnen, dass di< 
dutch die Gleichungen (14.) bis (17.) gebundene Mannigfaltigkeit C, C , ^, e. e 

entiveder gM nicht Oder nur eine gerade Ansahl Mai durchschnitten ivird. 

1st alsdann far C 


m+t 




j 
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SO wird die Function 

( 18 .) ^ + 

WO 

( 19 -) >»+. = 

die EigenscFaft haben, dass fiir t = ..., 3 bez. die Wertbe 

^2) • • *5 ■^m+i aniiimmt und dass die Bedingung III fur dieselbe nocb er- 
fiillt ist. 

Da nun fur ?re = 1 in der Gleicbung 
(20.) ^ = -il- 

^ ~ Pi 

jedem Wertbe von s nur ein Wertb von t zugebort, so wird also durcb suc- 
cessive Anwendung des angegebenen Verfabrens fiir eine beliebige Zabl n die 
Herstellung einer rationalen Function F(t) ermoglicbt sein, welcbe den im 
Eingange angegebenen Bedingungen I, II, III Geniige leistet. ^ 

Fiir etwa moglicbe Ausnabmefalle kann aucb das folgende Verfabren 
eingescblagen werden. 

Wir scbalten zwiscben der Punktreibe ^1, ^2, ■ ■ -i einerseits und 
andererseits eine endlicbe Anzabl von Punkten C,, •••,Cp ein, indem wir 

denselben entsprecbend p willkiirlich gewahlte nicht reale mit Q^, 
in derselben Halbebene t gelegene Grossen o^, 0^, und ebenso dem [78 

entsprecbend als Unendlicbkeitsstellen zuordnen. Wir geben nun- 
mebr mit Hiilfe von den Gleicbungen ( 4 .) und ( 5 .) analogen Gleicbungen von 
der Curve C successive zu den Curven C^, G^, ..., C liber, derart, dass die 
Curve die Punkte 0^, 0^, ^-21 aufgenommen bat, und 

bezeicbnen zuletzt die Curve, welcbe bei dem FTbergange von nacb 0^_^^ 
entstanden ist, mit G^^^. 

In die Gleicbung 

(21.) 0 = 

welcbe eine Curve G^ darstellt, sind ausser den Unendlicbkeitsstellen 9^, . . 
nocb die Unendlicbkeitsstellen o,> • • -s < 3 ^ eingetreten. Zuletzt erbalten wir 

bei dem Ubergange von nacb eine Gleicbung der Form 
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(22.) g = F{t) 


_| ^ 

t-Q, t-. 




welche zunachst den Bedingungen — jPC/S^), fur x = 1, 2, 3, . . ,, m, m + 1, 
Geniige leistet. Es lasst skh nunmehr beweisen, dass Ci,C,,...,C^ so nahe 
an einandex nnd an einerseits nnd andererseits jedoch in endlicber 
Anzahl so gewahlt werden konnen, dass fiir jede der Gleichungen (21.), (22.) 
die Bedingung III erfiillt wird. 


+ ...+ 


ANMEllKUNG. 


Die nahere Begrundung der in der vorliegenden Notiz skiz/.irteu .Metlunk'n hat raciu Vatcr iiiclit 
mehr gegeben. Im liandschriftlichen Nachlass halo icii niclit geniigomies .Material zu finer (’en.sf ruction 
der Beweisfuhrung gefunden. 

Vgl. iibrigens die Anmerkung 1) zur Abb. LVIII, S. IIG dieses liandes. H. F. 
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ZUE THEOEIE DEE LINEAEEN DIFFEEENTIALGLEICHUNGEN. 

(Sitzmigsberichte der Konigl. preussiscben Akademie der 'Wissenschaften za Berlin, 
1901, n, S. 34—48; vorgelegt am 10. Jannar; ausgegeben am 1.7. Jannar 1901.) 


Die folgende Notiz entbalt einen Auszug aus einer demnachst zu ver- [34 
ofFentlichenden Arbeit. Man batte in den bisberigen auf die linearen Diife- 
rentialgleicbungen beziiglicben TJntersncbungen sicb darauf bescbrankt, die 
analytiscbe Form der Losungen derselben in der Umgebnng je einer singu- 
laren Stelle der Diiferentialgleicbung festzustellen. Fiir viele tiefergebende 
Probleme, welcbe anf die ISTatur der der Diiferentialgleichnng zngeborigen 
Substitutionsgruppe Bezng baben, ist es von Wicbtigkeit, ancb eine analytiscbe 
Form fiir ein Fundamentalsystem von Losungen aufzustellen, welcbes aus der 
Fundamentalgleicbung fur einen beliebigen Umlauf entspringt. Mit dieser 
Aufstellung bescbMtigt sicb der erste Tbeil dieser Notiz. 

Mit Hiilfe der erbaltenen Eesultate wird alsdann ein auf die Bescbaffen- 
beit der Gruppe von Substitutionen beziiglicber Satz bergeleitet fiir den Fall, 
dass ein Fundamentalsystem von Losungen der Diiferentialgleicbung einem 
Systeme von bomogenen Eelationen mit constanten Coefficienten Genuge 
leistet. 

Um aus diesem Satze weitere Folgerungen zu zieben, wird vorlaufig der 
Fall in’s Auge gefasst, dass eine solcbe Eelation mit der besonderen Eigen- 
scbaft stattfindet, dass dieselbe durcb die Substitutionen der Gruppe unge- 
andert bleibt. In einer spateren Mittbeilung sollen diese Folgerungen einer 
naberen Erorterung unterworfen werden. 
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In den Grundlagen der 
Folgendes*) bewiesen; 

Es sei 


(A.) 




1 . 

Theorie der linearen Differentialgleichungen wird 




+ -”+Ay = 


35] wo innerbalb eines Gebietes T der complexen Variablen a 

eindeutige und liberall bestimmte Functionen von z sind. 1 st XJ ein Umlauf 
von z innerbalb T und 


(B.) 


a„-(o 

a,. 

• * * ^ni 

«x, 


* • • 

• 

• 




* • * ^nn 


die zu diesem Umlaufe geborige Fundamentalgleiclmng, so giisbt es ein Funda- 
mentalsystem von Losungen von folgender Beschaffenbeit : Sind w,, to 

bez. Aj, Ajj, . . A^-facbe Wurzeln der Gleicbung (B.), derart also, <laHS: 


+ •^1 + • ’ • + = n , 


so zerfallen die zu (o^. geborigen Elemcntc dcs ]‘'undiun<;ntals)‘sfcinK derart 
in Gruppen von bez. Elementcn, wo also; 


dass die einer solcben Gruppe zugebdrigen Elctnente Ciulaufsrelatitinen der 
Gestalt 

f Th = «>?/., 

rr'i ) ?7* =*“?/» + 2/n 


' 2/,. =='«?/,. + y,. -I**) 

genugen. 

Diese Eesultate sind selbstverstiindlicb nicbt bloss fiir eineii rnduuf 
um eine der Unendlicbkeitsstellen der Coefficienten ~ bir welche 


*) Ckelles Journal, Bd. 66, S. 131 ff.; Bd. 68, S. 361 ff. 

**) Vergl. Hamburger, Ceelles Journal, Bd. 76, S. 121. 


1 ) Abb. VI, S. 170 ff. und Abb. YII, S. 213 ff., Band I dieser Ausgab#. E. F. 
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sie in der Theoiie zunaclist Anwendung gefunden haben — sondern fiir 
jeden beliebigen Umlauf TJ giiltig. 

In dem Falle, dass der Umlauf U um eine der Unstetigkeitsstellen z — a 
der Coefficienten vollzogen wu'd, ist nacbgewiesen worden, dass 

die analytische Form der zu einer Gruppe (C.) zugeborigen Integralelemente 
die folgende ist: 

Sei 

und setzen wir * 

(1.) /(i) = j 2 + 

'I'ft-ii 'I'f.-sJ •••) '1^0 Umgebung von a eindeutige Functionen von z sind, 

und wo 

( 2 .) # = -^logC^-a). [36 

Alsdann ist 

= f(0, ■ 

. ' - ^ m) 

“ fi-i a# ’ 

■ _ 1 6Y(0 

— (jt_i)(^_2) aiV’ 

2. 

Wir geben nacb diesen Vorbereitungen dazu liber, eine analytiscbe Form 
der zu einer Gruppe (C.) geborigen Losungen der Gleicbung (A.) aucb in 
dem FaUe aufzustellen, dass Z7 nicbt mebr einen Umlauf um einen 
einzigen singularen Punkt a, sondern vYlmehr einen beliebigen 
Umlauf bedeute. 

*) Vergl. Ceelles Journal, Bd. 66, S. 136 ff., Bd. 68, S. 355ff.^) rmd Joegens, Ceelles Journal, 
Bd, 80, S. 161 ff. ; vergl. aucli Hefftee, lineare DifferentialgleicliHngen, S. 107. 

1) Abb. YI, S. 175 ff. und Abb. Vn, S. 206, Band I dieser Ausgabe, E. F. 

F u cb s , inatbom. Warko. III. 



41 


322 


ZUB. THEORIE DER LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNGBN. 


Sind die sammtliclien Gruppen (C.) eingliedrig, so ist entweder 

... = «)„ = 1 , 


alsdann bleiben 


<D, = to. 


Vx = 9x, y% = 
« 


Vn = fn 


beim Umlauf U ungeandert, oder wenn z. B. 


von Bins verschieden, so setzen wir 

alsdann ist 

(la.) 2/s = ..., 

wo beim Umlaufe U ungeandert bleiben. 

Wenn nicht sammtliche zu einem beliebigen Umlauf U gehbrigeu ( Jruppen 
(C.) eingliedrig sind, so sei y] der Reprasentant einer mebrglj(;drig<>n Gruppe, 
d. h. dasjenige Element derselben, welches sich bei dem Umlauft: (f mit der 
Wurzel (0 der Fundamentalgleichung multiplicirt; ferner sei das zweite 
Element derselben Gruppe, so dass 

( 2 .) + 

37] Wir setzen nunmehr 

i = e ’i-, 


dann wird | bei dem Umlaufe XJ ungeandert bleiben, wtihrejui t, sieh um Eins 
vermehrt. 

Smd nunmehr y, 2/^ die zu einer der (iruppen ((’.) gn'hdrigim 
Elemente des h undamentalsystems und (u^ die zugelidrige Wiirztil (h*r Fuuda- 
mentalgleichung und werde wieder 

(2-) a>, = 

gesetzt, alsdann ist in Eolge der ersten Gleichung der bezuglichen Gruppe; (C.) 
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WO % beim Umlaufe U ungeandert bleibt. Aus der zweitea Gleicbung (C.) 

folgt, dass ^ nacb dem Umlauf sicb um vermebirt. Die gleicbe Eigen- 

scbaft kommt aucb zu; es ist also ^ — gegen den Dmlauf U unempfind- 

lich. Hierans folgern wir analog wie bei dem entsprecbenden besonderen 
Fall fur den Umlauf um einen einzigen singulaxen Punkt*): 

(^•) 2/2 = f*{?2(.+ 921^}, 

WO bei dem Umlauf U ungeandert bleiben. Und so fortfabrend erbalt 

man 

(5-) 2/f. = f ‘ 1 ?;«» + + • • • + } > 

wo 9^5, cp^j, bei dem Umlauf U ungeandert bleiben. 

Man kann alsdann analog wie fur den Umlauf um einen einzigen singu- 
laren Punkt folgern, dass die Functionen 9j. sicb als lineare bomogene Func- 
tionen von ^ linear unabbangigen unter ibnen mit constanten Coefficienten 
darstellen lassen, und dass namentbcb die Coefficienten der bocbsten Potenzen 
von t sicb von 9^ nur um einen constanten Factor unterscbeiden. 

3. [38 

Wir macben jetzt Gebraucb von folgendem Satze: 

■ Ist 

( 1 .) y = m ) 

eine Losung der Gleicbung (A.), wo u eine willkiirlicbe GrSsse bedeutet, von 
welcber die Coefficienten dieser Gleicbung unabbangig sind, so sind aucb die 
sammtlicben partiellen Ableitungen von y nacb der Grosse u Losungen der- 
selben Differentialgleicbung**). 

Wir baben***) nacbgewiesen, dass eine ganze rationale Function von 
log(^— a), deren Coefficienten abgeseben von einem alien gemeinsamen Factor 

*) CnELLEs Journal, Bd. 66, S. 135^). 

**) Vergl. Koehleb, Inauguraldissertation, Heidelberg 1879. 

***) Crelles Journal, Bd. 68, S. 356 


1) Abli. VI, S. 174, Band I dieser Ausgabe. R. E. 

2) Abb. Vn, S. 208, Band I dieser Ansgabo. R. E. 
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(a - a/ in der Umgebung von z=a eindeutige Fnnctionen sind, nur (ia.TiT^ 
identisch verscliwindet, wenn die einzelnen Coefficienten verschwinden. 

I. Ein analoger Satz gilt auch fur einen Ansdruck 

(2.) rK + Ai + - + A„ri, 

worin dieselbe Bedentung wie in voriger Nummer haben und 
Aj, Fnnctionen von sind, welche bei dem Umlaufe CT 
ungeandert bleiben. Das identische Verschwinden von JP er- 
fordert, dass A^,, A^, A^ identsch Null sind. Der Bewcis ist ganz 
so wie bei dem Specialumlauf urn a = a zu fiibren. Dieser Satz gestattet 
aucb eine Erw^eiterung*), welche der fur einen specicllen Umlauf uin cine 
einzige singulare Stelle gemachten analog ist, dass das Verschwinden einer 
Summe von Ausdriicken der Form (2.), worin die Exponenten r sicli nicht 
um ganze Zahlen unterscheiden, das* Verschwinden all<;r eiir/.eliK^n Snmmanden 
zur Folge hat. 

II. Ist daher 

(3.), y = F{z,t) 

eine ganze rationale Function von z und deren Coefficienten 
bis auf einen alien gemeinsarnen Factor I*" bei dem Cmlauf V 
ungeandert bleiben, eine Losung der Gleichung (A.), so ist auch 

(4.) ' y = 

fiir einen willkilrlichen Werth von l cine l.dsung der (llci- 
chung (A.). 

, Der Beweis ist wieder analog wie fiir den Sjtecialumlaiif um z = a zu 
fiihren**). 

39 ] Hieraus ergiebt sich aber analog wie fiir den Specialumlauf um = «: 

III. Ist 

(5-) y = F{z, t) 

*) Vergl. Thome, Ckelx.es Journal, Bd. 74, S. 194 und Hkfktke, a, a. ()., S. 238. 

**) Vergl. Heeptek, a. a. 0., S. 107. 
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eine Losung der Gleichung (A.) so ist auch eine Losung der- 
selben Gleichung. 

Wir konneu daber wie fur den Specialumlauf um e = a xa. No. 1 die 
in den Gleicbungen (3.) bis (5.) No. 2 entbaltene Integralgruppe durcb das 
System 

Vf. = f{t), 


(E.) 




MO 


ft — 1 dt ’ 

1 eY(0 


• (fi — l)(ft— 2) df 


Vx 






ersetzen, wo 

und ..., '1^0 bei dem Umlaufe TJ ungeandert bleiben. 

Die Functionen ■-■’xVtx geniigen daher den Gleichungen: 


(E.) 


Vii—f. 




H—x+x 


fi — X dt 


Wir wollen im Folgenden diese Gestalt der Losungen als die kanoniscbe 
bezeicbnen. 


Wir setzen jetzt voraus, dass ein Fundamentalsystem von 

Losungen der Gleichung (A.) einer gewissen Anzahl homogener Relationen 
des Grades v und mit constanten Coefficienten Geniige leiste. Die Anzahl 
der linear unabhangigen derartigen Eelationen ist eine endliche; wir be- 
zeichnen dieselbe mit q. Die Eelationen seien 


(G.) 


= 0 , 

<f,{w„w„...,w„) = 0, 
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40] Es moge *1®'® kanonische Fundamentalsystem sein, welches 

zu einem willkiirlicheii Umlaufe U gekort und welches gruppenweise in vorigei 
Nummer durch die Gleichungen (E.) definirt worden ist. Wir lassen eine 
AbSnderung in der Eeihenfolge der in einer Gmppe enthalteuen Integral- 
elemente in (E.) derart eintreten, dass wir 


( 1 -) 


Vfc-i = 


Vi = % 

setzen. Die Gleichung (F.) nimmt daher die Gestalt an: 


(I’r) 




1 dtv^ 


Wir wollen die Elemente in folgender Kciheiifolgt; schrciben: 

(2.) to,, to,, •••’ “’fii+ft,; 

derart, dass wir die zu der ft,, ft,, ft^^-gliedrigcn Gruppt; bcz. gehorigen 
Elemente zusammenstellen. 

Substituiren wir in (G.) fiir w,, to,, . . ., to,. ihr(> aiD.lytiwhcn Ausdrucke 
aus (E.), so miissen nach Satz L, No. 3 (Vorallgemeiiu'niag) in dru lirsultateu 
die Coefficienten der einzelnen Potenzen von t verHcbwindiai. 


Hieraus folgt 

( 3 .) 


dt 


0, 


d. h. nach Gleichung (F.) 




do. 


(^■) 


ti) 


+ ■ ■ • + , 1 to,, 


/ \ do 

+ f- I 

+ U. S. w. = 0. , ' , a 

(■/. 

Nach der uber cp„ 9,, . . oben gemachten Voraussetzung inusH dem- 
nach identisch fur beliebige w,, 
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^ ^ dw.. , 


>1-1 


^tOfi 


+ u. s. -w. 

Ti “1“ 717x2 ?2 "t” ' ' * 7!7xg ’f’j — ii 2, . . . , p) 

sein, "WO die Grossen unabhangig sind. 

TJm die allgemeine Losung dieses Systems partieller Differential- [41 
gleicbungen zu finden, baben wir nacb Jacobi*) zunacbst das System der ge- 
wohnlicben Differentialgleicbungen 


dw^ 


dw. 






dw. 


(H'O 




dw. 




dw, 


(f*2-2)w^^ + 3 




Iw, 


f^i + Jta 


dcpt dip, d<pg 

- N, - X X' 

zu integriren, wo 

Ny_ = <p, + Myj, Cp, H h I 

gesetzt ist. 

Ein System von Gleichungen der Form 


(5.) 


dw^ 


dw^ 


(f«.-l)w2 (ft-2)w, 

Oder das identische System 

dw^ 


= ... = 

lw„ 


( 6 .) 


dw, 

"dF 

d& 






'fii 


dw. 


d^ 


^ = 0 


*) Ckelles Journal, Bd. 2, S.S22; Gesammelte Werke, Bd. 4, S. 8. 




328 ZUE THEOEIE DEE LINEAEEN DBFFEEENTIALGDEICHUNGEN. 

besitzt die allgemeine Losung 

( w’l = % 1 2 _ l) A 


(7.) 


w. 


w. 


1 dwi 

1 C^w^ 

(ft — 1) (ft — 2) 


1 

'f*-* ~ (ft-1)! 


»U-1 


WO willkiirliche Constanten bedeuten. 

42 ] Aus diesen ' Gleicbungea folgt 


(8.) + i?*, 10^ + B^ — +- B^ 11^1 

wo die sich rational aus den Coefficienten A^ zusammensetzen. Dem- 
nacb ist 


(J !■) -I + = (B,,_,,o + !<?i + • • • + 

(A = 1, 2, . . .,ft— 2) 

Diese Gleicbungen stellen die ft-2 Intcgrulghiichuiigen des 
Systems (5.) oder (6.) dar. 

Von den Constanten ..., A^_, lasst sick cine willkiirlich unci so 
waklen, dass die Gleicbungen (.1^.) die Form annckmen: 

'K = Yi, 

'i-, = n, 

Yu—t) 

WO eine ganze rationale homogene Function der Grbssen 

U\ , W^j 0 , * j 

mit numerischen Coefficienten, Y^i Y^i -• -i Y^.^ willkiuiiche ('(jusUmtcu be- 
deuten. 

So ergiebt sich z. B. fiir ft = 4 : 

'1', = + 22c^, 
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Die Functionen • • •) lessen sich in Determinantenfoxm. um- 

gestalten*). 


(J.) 


'I'x = 


I-S — 


'I'ji = 


Mitt -1 % 


MV-s MV -2 

%-s M)^-a 

n. s. w. 

(A + 1) 


• I'* == 


1 '. 


% 0 

%-i %-i % 


%-3 M^-a Wtt-i 


2 w^_( ./vjj 


w„ 0 


w, 


%-a % 


'ft— s 
^, 1-4 


^ft-i ^%-X+i 
Wu 






% 


W,, 


I'al+i = 


Miu— al-i M^ft— ai • • • ^^ji—X 


... tV^ 

W„_i_a %-X-i • • . %-i 


‘^fi-^X-2 ‘^fi-iX-i • • • “^ii—X—i 


Ferner ergiebt sicb aus den Gleicbnngen (H'.) [43 

dw^ ~ "" -a^a Ta + • • • + itfxs ?g)- (^ = b 3 e) 

ri~l P'l 


Sind Oj, Oj, .. ., die Wurzeln der Gleicbung 



Jf,- 

a Jf,, 

... 

( 10 ,) 

^ai 

M,,- 

-0 ... 




• • • ^qo ~ ° 


so werden, wenn diese Gleicbung nur ungleiche Wurzeln besitzt, die hieraus 
sicb ergebenden Integralgleicbungen : 


*) Diese Umformung hat mein Sohn Kichasd ausgefuhrt. 

rucbs, mathem. Worko. HI. 


42 
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(p,e 


(J'.) 


w, 


'li 


9,e = a, 




WO ^1, •••, willkurliche Constanten bedeuten. 

Bezeicbnen wir die den verscbiedenen Wertlien jt,, ... aus den Glei- 
cbungen (H'.) entsprechenden Integralgleichungen (J.) mit oberen Indices, so 
ist die Gesamintheit der Integralgleichungen von (H'.) 




(J..) 




(n) 




ri'^\ 

yi'^\ 


J^i) 

V^,-2 


^ i^j) 
- 1 / * 


•) Vft,-~2 -2> 


— a, 






?>e 






, n.r 1 
ir... 


%• 


I. Die allgemeine Losung des Sy.steins der i»artielien Diffe- 
rentialgleichungen (H.) ist demnach: 

/Tr\ m p’‘ f 

fk — e , V, 2; Vi I Vi 

(*:::. 1 , 2 ,..., p) 




WO fj^ willkurliche Functionen dor Argnniente bezeir h n i* ti. 

Diese Argumente sind algebraische Functionen der in das Differtnitial- 

gleichungssystem (H.) eintretenden Gro.sscn 

Sollen demnach die 9. a.lgebraische Functionen von sein, 

SO miissen die selber algebraische Functioiu.;!! ihrer .'\riruineute und die 



e unabhangig werden. Es mus.H deinnach 

Oj Og • ■ * = = 0 

44] sein. Daher muss 
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sein, wo die allgemeinste deraxtige algebraiscte Zusammeiisetzuiig seiner 
Argumente bedeutet, fiir welcbe eine ganze bomogene Function von 

... wird. 

Fin abnlicber Scbluss ergiebt sich fiir den Fall, dass die Gleicbung (10.) 
gleicbe Wvu’zeln hat. 

Hieraus ziehen wir den Schluss: 

Wenn die 9^ nicht durch die Gleichungen (K^.) bedingte Gestalten haben, 
so bann ia keiner der zu den Gruppen (C.) gehorigen Integrale eine Potenz 
von t auftreten. Dieses Eesultat besagt: 

II. Wenn zwischen den Elementen eines Fundamentalsystems 
Wj, Wj, ..., von LSsungen der Gleichung (A.) ein System (G.) 
homogener Eelationen mit constanten Coefficienten stattfindet, 
und es haben die Functionen 9,^ nicht eine der durch die Glei^ 
chungen (K^.) dargestellten Formen, so werden die Elemente des 
jedem beliebigen Umlaufe U zugehorigen canonischen Funda- 
mentalsystems in sich selbst multiplicirt mit je einer Constanten 
(einer Wurzel der Fundamentalgleichung) iibergehen. 

5. 

Wir setzen jetzt voraus, dass ein Fundamentalsystem von Losungen der 
Gleichung (A.) einer homogenen Eelation 

(L.) = 0 

mit constanten Coefficienten von der Beschaffenheit geniigt, dass 

9 ( 9 ,, ..., 9 „) 

fur willkurliche Werthe dieser Argumente durch die Substitutionen der Gruppe 
der Differentialgleichung in sich selbst multiplicirt mit einer Constanten uber- 
geht. 

In meiner Arbeit (Acta Math., Bd. 1, S. 323— 326^)) habe ich fiir den 
Fall « = 3 gezeigt, dass die Anzahl der Werthe von fiir welche 
gleichzeitig denselben W^erth annehmen konnen, eine endliche ist, wenn nicht 
die sammtlichen Invarianten der Differentialgleichung verschwinden (was dar- 
auf hinauskommt, dass der Grad von 9 der zweite ist). • 


1 ) Abh. XIi., S. 301—804, Band H dieser Ausgabe. B. F. 
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45] Nach denselben Principien lasst sich allgemein*) fur eine Differential- 
gleicbung Ordnung der Satz beweisen, dass die Anzahl der Werthe der 
Tinabbangigen Variable!! fiir welche sammtliche Quotienten 
denselben Wertb annebmen konnen, eine endUche ist, wenn nicbt die sammt- 
licben Invarianten der Differentialgleichung verschwinden oder die Covarianten 
der Form cp gewisse Besonderheiten darbieten. 

Sei 

(M.) M = + + 

wo A;, A„_, willkurlich angenommene rationale Functioueii von ^ sind, 

nnd es werde 

(1.) Wj. = Aoyj+ A,2^i+ ••• + ” 

gesetzt, so wird 9(^1? die Eigensebaft huben, nacli Jcdeitu Unilaufe 
der Variablen is in sicb selbst mit einer Constanten multipli(drt iiherzugehon, 
da dieselbe Substitutionsgruppe wie hesitzeu. Fur 

willkiirlicbe Functionen kann aber niciit idcntisnli ver- 

sebwinden, da fur einen willkiiiiichen Worth von 3 die W'erthe 
willkurlich bestimmt werden konnen, 9 (f^,) alxu- nicht fiir bediebige 
Werthe der Argumente verschwindet. 

Sei daher 

(N.) 

so ist i{z) eine nicht identisch verschwimlcnde Function von dorcii logurith- 
mische Ableitung rational ist, wenn wir voraussetzen , dass dit- DiliVrcntial- 
gleichung (A.) zu der Klasse gehort, deren EdHung(;n iibcnill licstimmi sind. 
Setzen wir 

( 2 .) 

so folgt aus (N.) 

(3.) 

Fiir zwei Werthe s: und fiir welche 7;,, 7j„ diestdben Werthe 

erhalten, folgt dann 

(i.) . 

x(^) xk) ’ 

*) Vergl. Ltowig Schlesinqee, Inaaguraldissertation, S. 23ff., Ilaiidbuch, II,, 1, S. iiliZ. 


M, ■ ■ ■’ H. 
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Hieraus folgt nach den oben angefiilirten Scbliissen: 

Die Anzabil derWertbe von fiir welcte v]i, tQs) die- [46 

selben Wertbe annebmen konnen, ist eine endlicbe, wenn nickt 
fiir jedeWabl der rationalen Functionen die sammt- 

licben Invarianten der Differ entialgleichung 


(A.) 




0 , 


■welcker die u Geniige leisten, verschwinden. 

Da von den Covarianten der Form Mer nicht Gebraucb 

gemacbt worden ist, so kommen die durck das besondere Verkalten der Co- 
varianten entstekenden Ansnakmen in Wegfall. 


6 . 

Sind diejenigen Wertke von fur welcke jeder der Qno- 

tienten rj^, denselben Wertk annimmt, so ist*) 

(1.) 15 == = tp(A, k) 

eine rationale Function von a, und es entsprecken einem bestimmten willkiir- 
licken Wertke von t genau die Wertke 2, 0^, . . fiir welcke jeder der 
Quotienten fln-i denselben Wertk annimmt. 

Substituiren wir in Gleickung (A.) 

(2.) U = XV, t = <fi(A, k), 

WO 


so gekt die Differentialgleickung (A.) iiber in 


(B.) 


d^v 

W 


+ r,(t) 


d”-’‘v 

dt^-^- 




0 , 


deren Coefficienten rationale Functionen von t sind. 

1 . Diese Differentialgleickung kat die Eigensckaft, dass ikre 
Integralquotienten mit den Functionen iiberein- 


*) Acta Math., Bd. 1, S. 335 ff.^) Ludwig Schlesingee, Handbuch, II, 1, S. 244 £ 


1) Akh. XL, S. 312 ff., Band DC dieser Ansgake. E. F. 
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stimmen, und dass, wenn t einen willkurlichen Werth der unab- 
bangigen Variablen bedeutet, es nicht noch einen davon ver- 
schiedenen Wertb giebt, fur welchen jeder der (iuotienten 
Tjj, 7 ]j, . denselben Wertb annebmen kann, 

Nacb einem von Herrn Ludwig Schlesinger bewiescnen Hatze*) ist fur 
47] eine solche Differentialgleichung die Substitution«grupj)e der (biotienten 
7 ),, welcbe der Gesammtb^t der Umlaufe der unabbaugigen Va- 

riablen t entspricbt, eine discontinuirliche. 

Da einem willkurlicben Umlauf der unabhangigeu \ ariablen ^ ein bo- 
stimmter Umlauf der Variablen t entspricbt, so liisst sicli bitirnacb diese 
Eigenscbaft auf die Gleicbung (A.) ubertragen. 

Wir erbalten also das llesultat: 

II. Die Differentialgleichung (A.), fur welciie eim* Form 
mit der durch die Gleicbung (N.) bcKliminten Bc- 
schaffenbeit existirt, hat die Eigenscbaft, duss die deji KiLmmt- 
licbep. Umlaufen der unabbangigen Variablen .r ent.sprechendo 
Substitutionsgruppe dor Quotienteu >3,5 ’iji m cine disccn- 
tinuirliche ist, wenn nicht fiir jede Walil A,, A^^ die 

sammtlichen Invarianten der Gleicbung (A.) vcrschwinden. 

7 . 

Sei jetzt ?/,, ein einem gewissm Umlaufe der iniahhiingigcu 

Variablen s zugeboriges Fundamentalsystcm der GIei<dmng (A.) in der kaiio- 
nischen Form und so besebaffen, dass 

;y. = 

th = 


Vn 

wo (0^, {D„ die Wurzeln der dem Umlaufe 1 / zugebdrigen Fundumenlal- 

gleicbung bedeuten. 

Sei wieder, wie in Gleicbung (M.) 

(2.) M = A„y + A,2^'+--. + A„_, 



*) Handbucli, II, 1, S. 291. 
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WO die rationalen FunctioRen A^, A ^, . . so gewah.lt seien, dass fur einen 
willkiirlicli angenommeneR Werth. 3 = 

(^•) «1 = ^0 + • • • + 

versch.wiRdet, wobei wir voraussetzen, dass der Modul tor to^ tor 
keiRem der Modulu der librigeR GrosseR (o^^, co^ iibertroffeR 
wird. 

Durch eiue ^-malige WiederholuRg des IJRilaufes CT gekeR 



WeRR die Modulu tor co^, co^ Richt sammtlicb. gleich siRd, so wiirde [48 

die A:-Rialige WiederholuRg des zu TJ^ iRverscR Uiulaufes TJ~^ mit wachseRdeR 
WertheR tor h uRzahlig viele deiu IJReRdlicheR zustrebeRde Werthe er- 
gebeR; da aber = 00, = co, . . == 00 fiir s = 0 ^ dem Werthbereiche 

•••r'ln-i) aRgehoren, so wiirde hierRach die Gruppe der SubstitutioReu 
der Tjj, 7 ]^, Richt discoRtmuirlich -sem. 

Dasselbe wiirde sich auch ergebea, weRR zwar 



ware, aber die ArgumeRte der QuotieRteu — Richt ratioRale ZahleR wareR. 

(Ol 

WeRR aber erne GleichuRg der Form (N.) existirt, so ist Rach Satz 11. 
voriger ISTuRimer erne solche ARuahme Richt zulassig. Wir erhalteu also das 
Fesultat : ■ ■ 

1st eiR eiuem gewissen Umlaufe der URabhangigeu 

Variabl eR 0 zugehoriges FuRdameutalsystem tor LosuRgeR der 
GleichuRg (A.) iR. der kaRORischeu Form uRd so beschaffeR, dass 
die GleichuRgeR (1.) stattfiudeR, iiRd siud die VoraussetzuRgeR 
des Satzes 11. yoriger Nummer erfiillt, so siad die QuotieRteu 

(i)A7 -Tp ^ * "ff • * 'I 

iC’ tT’ •••’ liir 

WeRR wir voraussetzea, dass ia Gleichuag (A.) 

( 6 .) 


A = 0, 
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SO gentigen die Grossen o>^, u)^ tiberdies der Gleichung 


. 0)j tOj . . . 0)^ = 1. 

Alsdann sind die saramtlicben Grossen 

. . “d «>« 

selber Einheitswurzeln. 

(Fortsetznng folgt)^). 

1) Dieae fortsetznng ist niclit erscMenen. E. P. 


ANMERKUNGEN. 


1) Anderungen gegen das Original. 
Es wurde gesetzt: 

S. 322, Zeile 8 statt y, 

2tct( 


’ll 


„ 10 V. u. I = e ’i* statt I = 6^’"*'“ 1?-, 

„ 3?S, „ 8 bleiben statt bleibt, . 

„ 14 wurde »unter ilinen« eingefiigt, 

„ 325, in der letzten der Gleicbnngen (E.) L_ statt J-. 

— 1)1 ^1 

,,, 329, Zeile 1 Determinantenform statt Eeterminantenformen, 

„ 332, „ 3 V. u. dieselben Werthe statt denselben Wertli, 

j, 333, „ 2 und 3 dieselben Werthe statt denselben Werth, 

„ 10 V. u. wurde hinzugefhgt, 

„ 334, „ 10 V. u. der statt die, 

„ 335, Gleichungen (4.) und (5.) statt rj^. 

2) Der in der No. 7, S. 335 gezogene Schluss, dass die Moduln der Quotienten ... 

Ml, wo in der Gleicbung (A.) der Coefffcient verscbwindet, auch die Moduli, ’der^ g.e.cu 
Ems sem mussen wenn zu den Megralguotienten gehorigo Monodroini^^^^^^ 

discontmuirhcbe ret, wird durcb den XJmstand widerlegt, dass schon fur = 2, also fflr L Fall 
projectryer Substitutionen einer Vanabeln, eine discontinuirlicbe Gruppo soldier Substitutionen , z. B. 
byperbohscbe Substitutionen enthalten kann, d. h. Substitutionen der Form 

7 ] ^ 

w. di. (a.„ ^ »tsp,.«h„d.) a, 5 ..e M el.™ ,™l.. v.. + 1 ,„ecbi.ae.«. Worll. teitel. 

SCH. 


K. F. 

und liir dan 
. . . , gloich 


LXXIV. 


tJBER GRENZEN, INNERHALB DEREN GEWISSE BESTIMMTE IN- 
TEGRALE VORGESCHRTEBENE VORZEICHEN BEHALTEN. 

(Sitztmgsbericlite der Konigl. prenssischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 
1902, II, S. 4 — 10 ; vorgetragen am 9. Jannar ; ausgegeben am 16. Januar 1902.) 


1. [4 

Die folgende Notiz ist ein Ausztxg aus einem ausfuhrHcliereii Aufsatze, 
welcher demnacbst erscheinen wird^) und sick mit der folgenden Aufgabe be- 
scbaftigt. 

Ist jP(m, eine quadratiscbe Form der unbestimmten Function u 

und ibrer n ersten Ableitungen deren Coefiicienten gegebene 

reale Functionen der realen Variablen x sind; wird ferner vorausgesetzt, dass 
die Function u ebenfalls real ist und nebst ibren Ableitungen in der Nahe 
eines Wertbes x = a sick regular verhalt, so soil ein Interval! a bis b ange- 
geben werden, von der Bescbaffenbeit, dass das Vorzeicben des Integrals 


/•X 

I F(u,u', 


fur jede beliebige der bezeicbneten Functionen u bestandig dasselbe 
bleibt, solange x dem Intervalle a bis b angebort. Wir bedienen uns bierzu 
des HuLfsmittels, -welcbes dem in der Variationsrecbnung bei der Umformung 
der zweiten Variation angewendeten analog ist. 

. Wir suchen namlicb einen linearen Differentialausdruck 


( 1 .) 


Q(u) = + ” + + 


1) Siehe die nackfolgeiide ArFeit LXXV, S. 345 dieses Bandes. B. F. 
Fuchs, mathem . W erhe. m. 
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dessen Coefficienten reale Functionen von ic, so zn hestimmvn, dass 

(2.) F(u,u',...,u<”>)-p„„g(ur = A (<p 

wild, wo den Coefficienten von in jP(M, u', . . u'"^) bezeictlmet, nnd wo 
cp ebenfalls eine quadratische Form ist, deren C’oefticienten wohlbeHtimmte 
reale Functionen von x bedeuten. 

5 ] Wabrend jedoch in der Gleichung 

( 3 .) f F(u,u',...,u>’'’)dx — 

- u', . . . , + Pnn I V(")*d^ 

''a 

das Vorzeichen des Ausdruckes 


< p ( m , u', ?('*> 


in der Variationsrechnung, der Natrir dor in dicscr Disriplin lH-liaudi;lten 
Probleme entsprecbend , ausser Ketraciit kommt, ist cs fiir ntiHcre Aufgai)e 
unnmganglich nothig, das Vorzeichen dieses Ausdrnekcs zu kennen. 

In der oben bezeicbneten Arbeit fi'direu wir die rntersuchuiig zmiilchat 
fiir den Fall aus, wo die Coeffie-ienten <ler Form ) \<»ii .r unab- 

hangige reale Grossen sind, also fiir 


k,l 

wo reale Constanten bedeuten und (■„ ist. 

Ohne der Allgemeinheit Eintrag zti thun, kbnneii wir « 


« I, 1 , . , . , a » 
n, 

0 walih'ii 


2 * 

Fiir M = 1 sei 

(^0 Q{ti) — u'+q^u 

und 


GO F{n,tt) c^iQ(uy — — c„(;r, )«?*'+ 

Wenn dann 


(30 


* 


^00 ~ ®ii U’l 


■Cn<iU 


so ist*) also 
(^•) 
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F(u \ «') — 


Jl 

dx 


((Coi-c„gi)M’). 


Wir wahlen die Losung der Gleichung (3.) so, dass fur a; = 0 un- 
endlicli wird. Dieselbe ist 


(5.) 


e™ + e"”’ 

^ g«: g-ra > 


WO 



Der Ausdruck ist immer eine reale Function von x. Haben nam- [6 
Ucb Xii gleiebe Vorzeicben, so ist r real, sind die Vorzeicben von 
entgegengesetzt, so ist r rein imaginar r = qi und es ist q^ = —Q cotgpa;. 

Fiir Functionen u, welcbe sicb in der Nabe von x = d regular verbalten 
und fur x = 0 verscbwinden, ist Q{u) ebenfalls in der Nabe von x = 0 regular. 
Dasselbe gilt von dem Ausdrucke (Cj,— welcber fiir x = 0 den Wertb 
Null annimmt. 

Aus (4.) ergiebt sicb 

' F(m, M')da: = (Cji— Cii I Q(ufdx. 

0 *^0 

Wir nebmen jetzt an, dass positiv sei. Da q^ nacb Gleicbung (5.) fiir 
binlanglicb kleine positive Wertbe von x einen negativen Wertb erbalt, so 
ist fiir dieselben Wertbe von x — positiv, und dieser Ausdruck bebalt 
das positive Vorzeicben bis 


Ci') ^01 ^11 2i ® 

wird. 

1st a; = a der kleinste positive Wertb, fiir welcben q^ unendlicb wird, § 
die kleinste positive Wurzel der Gleicbung (7.), und bezeicbnen wir mit h 
die kleinere der beiden Grossen « und /S, so ergiebt sicb demnacb, dass fiir 
eine beliebige Function m, welcbe fur x = 0 verscbwindet und in 
der Nabe von x = 0 sicb regular verbalt, die linke Seite der Glei- 
cbung (6.) positiv bleibt, solange a: dem Intervalle 0 bis S angebort. 

*) Vergl. Legendee, Mtooires de I’Acaddmie des sciences de Paris 1786. 
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3. 

Fiir « > 1 wiixde das LEGEUDRESche Verfahren die Integration eines com- 
plicirten Systems von Differentialgleichungen erfordem, dessen Discussion in 
Bezng auf Eealitat und Stetigkeit der Losungen selir milhsam wiire. Es ist 
daher die Bestimmung von Q{u) nach einem Verfahren vorzuziehen, welches 
dem von Jacobi*) fiir die Discussion der zweiten Variation gelohrten analog 
ist. Wir gehen zu diesem Zwecke von der Differentialgloichung 

(1.) = = » 

aus. 

Da 

(2.) Cjg — Cg., 

7 ] SO erhalt die Gleichung ( 1 .) die Form 

n 

(3.) . l\y) = S = 0, 

m = 0 

WO 

(4.) a, = 2 2 (- 1)^ + (- 1)“ 

A = o 

Wir bilden nunmehr den linearen Differontialausdruck Q^k) dcrart, dags 
Q(u) verschwindet, wenn fiir ti ein System linear unubhiltigigcr Losungen 
2/1 > 2/s? ■■‘iVn Gleichung (3.) gesetzt vvird. 

Diese Losungen haben gewisse von Hesse**) und ( i.ebw a***) uufgtwtidlte 
Bedingungen zu befriedigen. Dieselben sind erfullt, wenn wir di(‘ .^nfangs- 
werthe von 2 / 1 ? 2/s? •••? ?/« wiiblen, dnss fiir ,r — 0 //,, y/,, . ■ /4 in;/., der 
Ordnung 2re — 1, 2?j — 2, n verschwinden t). 

Wir wollen der Einfachheit wegen, ohnc der Allgemcinlii ii \l?hrueli zu 
thun, voraussetzen, dass die Wurzeln ± /-j, ± r.^, . . ± r ^ tier ( ileiehung 

(5.) ± = 0 

m=: 0 

*) Ckelles Journal, Bd. 17'). 

**) Ebenda Bd. 642). 

***) Ebenda Bd. 55. 

t) Vergl. Feobenius, Ceelles Journal, Bd. 85, S. I!)H. 


?) C. ft. J. Jacobis Gcsammolte Werke, Bd. IV, S. ‘Mtt. K. i'. 
2) Hesse’s Gesammelte 'SVerke, Abh. 27, S. 442—444. R. F. 
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von einander verscMeden sind. 1st y eine Losnng der Gleichung (3.), so ist 
auclL jede Ableitung von y eine Losnng derselben Gleicbnng. Wir wablen 
daber y^ so, dass diese Losnng fiir a? = 0 der. Ordnnng 2w — 1 verscbwindet, 
und dann . ' 


' > ' * * J . Vn 




Es ergiebt sich. 


V = — T ^ 


m = S 


Es ist eine reale Fnnction von x, folglicb ancb y^, y^-, ■ ■ ■■, y„^ 

In der Gleicbnng 

(9.) Q{u) = 0, 

welcbe dnrcb y^i befiriedigt wird, sind demnacb reale [s 

Ennctionen von a;, welcbe bekanntlicb in der Umgebnng von a: = 0 eindentig 
werden nnd welcbe bez..mit a;, a?*, . • mnltiplicirt fiir x = 0 die Wertbe 
annebmen , wo 

1 7 2 ' ' W ' 


= (-!)' 


1)“) 


Um in der Gleicbnng 




cp zn bestimmen, sei 


k,l 


^ = 0 , . . .,n—l 

2 = 0,.. w— 1 


Bezeicbnen wir wie bisber mit oberen Accenten die Ableitungen nacb 
X, so ist 

= S M® + 2 m' 2 Al M® + 2 w" 2 A* + • • • + 2 S m®. 


( 13 .) 
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Es Eat daher (11.) die Gestalt 
(14.) 

Daraus, dass diese Gleichung in Bezug auf «, m', ... ideiitisch erfuUt ist, 
ergiebt sicb 

dAj^ 


(15.) 

(15a.) 


dx 




K-r,l = 


Die Gleichtmg (1 5.) bleibt bestehen fur A; = (> odor / =- (I oder /i: = o 
und Z = 0, wenn die Grossen mit negativem Index gleich Null gesetzt werden. 
Die Gleichungen (15.) und (15a.) liefern auch leielit tlie fxpliciten Aus- 


driicke fiir . Setzen wir namlich 


(16.) 

so ergiebt sicb 




^n— J,fi ^n— i+i.fi-i "I" ■ ■ ' ii 

+ ~ ‘^-A^n-lx-a.u-i + — ( j) 1' 


WO Binomialcoefbcient ist. 


9 ] 4. 

Fiir beliebige reale Functionen u, welclu; iioiisf ilircii // ] orshui Ab- 

leitungen fiir x = 0 verschwinden und in dor Niihc vnii ./ o sicb ngiiHlr 
verbalten, ist Q{u) fiir positive von der Null hinliinglich wniig \ (‘rschiediuio 
Wertbe von a; ebenfalls regular. 

Wir beweisen in der oben bezeielmeten Arbeit dcTi Sutz; 

I. Die quadratiscbe Form 


( 1 .) 


SAM?*'*'!*''' 

kj 


ist fiir positive in der Niibe von »; = o 
definit und positiv. 


'/ (I, ij 

gelegeue Werthe von a: 
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Die Form cp behalt also diese Eigenschaft, bis x znm ersten Male die 
Gleicbung 

( 2 .) IA^j = 0 - 

erfiillt. 

Die Function Q(if), welcbe bei den gemacbten Annahmen in der Nabe 
des singularen Punktes x—0 der Differentialgleichung 

(3.) Q(t/) = 0 

endlicb und stetig ist, yerUert diese Eigenschaft, wenn x sich dem nacbsten 
singularen Punkte der Gleicbung (3.) annahert. 

Bezeicbnen wir den nacbsten positiven singularen Punkt mit a, wabrend 
/S die kleinste positive Wurzel der Gleicbung (2.) darstellt, so ergiebt sicb, 
wenn wir als positiv voraussetzen und die iiber die Functionen getroffene 
Vereinbarung festbalten, nacb der aus der Gleicbung (11.) No. 3 fliessenden 
Gleicbung 

0 . *^0 

der Satz : 

II. Bedeutet eine beliebige Function, welcbe nebst ibren 
n — \ ersten Ableitungen fiir « == 0 verscbwindet und in der Nabe 
von « = 0 sicb regular verbalt, so ist das Integral 



fiir positive zwiscben 0 und h gelegene Wertbe von x positiv, 
wenn b die kleinere der beiden Grossen « und /5 darstellt, und 
wenn positiv vorausgesetzt wird. 


5. [lo 

Die im vorbergebenden skizzirte Untersucbung bat nicbt nur fiir die 
Anwendungen ein praktiscbes Interesse; sie kann vielmebr aucb in rein ana- 
lytiscben Fragen verwertbet werden. 

Es moge’ geniigen, dieses an dem folgenden Beispiele zu erlautern. 
Betracbten wir die Differentialgleicbung 
(a.) F{u,u',.. 


.,«<«>) = m, 


if m$o) 
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WO F(u,u',...,u^”') dieselbe Beschaffenheit wie im vorhergchenden hat, wah- 
rend f{x) eine innexhalb des Intervalls von x = i) bis x — b reguliire reale 
Function der realen Variablen x ist (6 ist die in vorigev Nuiuiiku- charak- 
terisirte Grosse). 

Wird eine Losung der Gleichung (a.) durch die Anfungswerthe 

M = 0, m'= 0, = 0 

fur a: = 0 bestimmt und diese Losung fur reale positivt; Wertlu; von a; ver- 
folgt, so unterliegt die Frage, ob man in einem gewisseii Intervall <nner Singu- 
laritat von u begegne, bekanntlich grossen Schwierigkeittnj. Aus den Resul- 
taten der vorigen Numraer kann man nun beispielsweise folgendtui Hcdduss 
ziehen: 

Ist f{x)dx niclit fur alle Werthe voti x des Intervalles o bis h positiv, 

•'a; 

so kann u nicht in dem ganzen Intervalle eine reule si<di reguliir viu-hultende 
Function bleiben. 


ANMERKUNGEN. 


1) Anderungen gegen dan Original. 

* S. SB8, Zeile 1) v. u. wurde »und % ■ €^4 intt liiiis^ugFfugf, 

„ 340, „ IG linear statt linearer, 

„ 341 lautet Zeile 11 im Original: Ks ini fidglirli aiirii |/|»|/|, . ■ vtiii a:. 

2) Wie ich aus Oesprachen init ineinem Vater iilier den d«*r utr’drln-inii'ii iiiiiil die 

Mer skimrten Unterauchurigen durch eine Frage verardahht wnrdtm, <li»' Pf, h ■ miit'r Xidt an 
meinen Vater gcriclitct hat und die gewkse in der Medtanik anfirnfemli’ \u ' tiiiujift' iuf* i r d** Auf 

eine Merauf hcKiigliche Anfrago hatte Ilerr Planck die fhiie mir fnlgmide' /u thrcifieit. .,!• ii halfe in 
meinen mathematisch - physikalischen (ihungen in der r'liivereital eisdee Pei pith* fur da meeiiaidhrln* 
Princip der kleinsten Wirkung hehandelt, indem ieh in eiiumL t«eHliniiiifen Kr.Jfi-ii utiC-rH rh neig Piinki- 
system ganz ■willkurlich virtuelle Bewegungen voraiiHsetzte ninl daraiif dms .uiAaaidf*^ iiiitcr 
alien virtuellen Bewegungen die wirklicho dadurch ausgezeielinef int, hie dv Ime-ial ni* f'Ult 
zu einem Minimum macht. Auf diese Weise komint man imturlieh /u h.it/.iii tiher »lie « die diemw 
Integral niindestens haben musKS, wenn man eine ganz iHilieldgt* virtuelh- , die ;dM> tudieldge 

Functionen enthalt, einsetzt. Es schien mir mm interessant, m prnfeii, tdi mail derartige >afze :iurJi 
auf rein mathematischem Wege, ohne den Umweg liher die Medianik, aideifcii kaitic itnd deOwli^ rielitefe 
ich an Ihren Herrn Vater eine derartige Frage^. If. F. 


LXXV 


tJBEE GEENZEN, INNEEHALB DEEEN GEWISSE BESTIMMTE IN- 
TEGEALE VOEGESCHEIEBENE VOEZEICHEN BEBAXTEN*). 
(Journal fiir die reine and angewandte Mathematik, Bd. 124, 1902, S. 278 — 291.) 


I. [278 

Es sei E’(m, m', . . eine quadratische Form der tinbestimmten Function 
u und ihrer n ersten Ableitungen m', nacb einer unabbangi'gen Variablen 

X, deren Coefficienten gegebene reale und eindeutige Functionen der realen 
Variablen x sind. Wir setzen femer voraus, dass die Function u ebenfaUs 
real ist und nebst ihren, Ableitungen in der Nabe eines Wertbes x = a sich 
regular verbalt, und stellen uns die Aufgabe, ein Intervall von a bis h anzu- 
geben von der Bescbaifenbeit, dass das Vorzeicben des Integrals 


J F{u, u', dx 


fur jede beliebige der bezeicbneten Functionen u bestandig dasselbe [279 
bleibt, so lange x dem Intervalle a bis h angebort. 


*) Ein Auszug der vorliegenden Arbeit ist in den Sitzungsbericbten der Berliner Akademie vom 
9. Januar 1902, S. A ff. erscHenen*). 

Wahrend der Drucklegung der vorliegenden Arbeit wurde der Verfasser L. Fxjchs am Nachmittag 
des 26. April d. J. aus voller Schaffenskraft der Wissenschaft und diesem Journal — dessen Bande einen 
grossen Theil seines Lebenswerkes entbalten, und dem er seit dem Jahre 1892 als Herausgeber Torge- 
standen hat — jahlings entrissen. Am Vonnittag seines Todestages hatte er noch die erste Corrector des 
ersten Bogens dieser Arbeit erledigt. Die Besorgung der weiteren Correcturen und diese voriaufige An- 
zeige haben, Namens der verwaisten Journal -Redaction, die Unterzeichneten schmerzerfiillt ubernommen. 

E. Fuchs, L. ScHLEsrasEK. 

1) Vgl. die vorbergebeiide AbEaiidliiiig LXXIV. F. 

Euclis, matliem. Werke. HI. 
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•Obee das vokzbichen gewissee bestimmtee integeale 


Wir bedienen tins Merzu eines Hiilfsmittels, welches dcin in der Variations- 
rechnung bei der Umformung der zweiten Variation iingewendeten analog ist. 
Wir suchen namlicb einen linearen Differentialausdruck 

(1.) Q (u) = m'”' + ff, + ••• + ?» 

dessen CoefEcienten reale Functionen von x, so zu bestimmen, dass 

wird, wo den Coefficienten von in bezeichnet, und 

wo <f ebenfalls eine quadratische Form ist, deren Ooefticit-iiten wuhlbestimmte 
reale Functionen von x bedeuten. 

Wabrend jedoch in der Gleichung 

(3.) rF(u,u',...,u<'‘>)dx = cp(«, 

-rf(M, «'""“)x = a+ f 

das Vorzeichen des Ausdruckes 




in der Variationsrechnung, der Natur der in dicscr Disidplin bcliandclfeu 
Probleme entsprechend, ausser Betracht kornnil:, ist (s i'dr imstTi- Aufgabe 
unumganglich nothig, das Vorzeichen dieses AnsdrtuAes y.u kenneii, 

Wir fiihren in dieser Arbeit die Untursuclmiig zuiiiidist fiir den Full 
aus, wo die Coefficienten der Form F{u, h\ . . ion ,/ nnatdiiiugige rt‘ai(‘ 

Grossen sind, also fiir 


(4.) 




(i " « ‘ 


k II, 
i .. It, I, 


wo Cj^ reale Constanten bedeuten und ist. 

Ohne der Allgemeinheit Eintrag zu tliun, kbnnen wir a o wfihlen. 


n. 


Fiir n = 1 sei 

( 1 .) 


Q(«) == ti' +({,>( 
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und 

(2.) F{u, u') - c„ Q {uf = 2 (c,, - 2.) uu' + (c„„ - c„ u\ 

Soli die rechte Seite dieser Gleidmng fiir eine uiibestimmte Fimction [280 
u ein voUstandiger Differentialquotient sein, so ist die Bediagimg zu erfuUen. 


(3.) Coo-Cii3x = 

Alsdann ist*) 

(4.) = 


Die allgemeine Losung der Gleichting (3.) ist bekanntlicli 


(5.) 

WO 


Ae"’-JSe-’'^ 
~ ^ Ae'^ + ’ 



■und A und B ■willkiirlicbe Constanten bedeuten. 

Wir wablen uns dasjenige particulare Integral, welcbes fiir x = 0 un- 
endlicb wird; dasselbe lautet 

(6.) Q.1 ~ ^ gra g-r» ■ 


Der Ausdruck ist immer eine reale Function von x. Haben namlich 
^co> ^11 glsicbe Vorzeicben, so ist r real, sind die Vorzeicben von ent- 

gegengesetzt, so ist r rein imaginar r = qi und es ist q^ — —Qcotgq'x. 

Fur Functionen m, welcbe sicb in der Nabe von a? = 0 regular verbalten 
und fur x = 0 verscbwinden, ist q^u, folglicb Q{u) ebenfalls in der Nabe 
von x = 0 regular. Dasselbe gilt von dem Ausdrucke {c^a~ •> welcber 
fiir » = 0 den Wertb Null annimmt. 

Aus (4.) ergiebt sicb also 

(7.) m') dx = (Co, - c,, aJ + c,, r Q (uf dx. 

Jq *^0 


Wir nebmen jetzt an, dass positiv sei. Nacb Gleicbung ( 6 .) bat q^ 
fur binlanglicb kleine positive Wertbe von x einen beliebig grossen negativen 


*) Vergl. Legendre, M4moires de I’Acadtoie des* sciences de Paris 1786. 
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Werth: demnachi ist fur dieselben Werthe von x der Ausdruck c ~c a 

" 01 Hil 

positiv. Dieser Ausdruck behalt das positive Vorzeichen bis 

(8.) Cm Cjj == 0 

wird. 

281] Ist ic = a der kleinste positive Werth, fiir welchen unendlich wird, 
/3 die kleinste positive Wurzel der Gleichung (8.) und bezeichnen wir mit b 
die kleinere der beiden Grossen a und /S, so ergiebt sich demnach, dass fiir 
eine beliebige Function h, welche fiir x — 0 verschwindet und 
in der Nabe von x—0 sich regular verhalt, die linkc Seite der 
Gleichung (7.) positiv bleibt, solange x dem Intervalle 0 bis b 
angehort. 


III. 

Fiir > 1 wiirde das LsGENDREScbe Verfahren die- Integration einos com- 
plicirten Systems von Differentialgleichungen erfordern, dessen Discussion in 
Bezug auf Realitat und Stetigkeit der Losungen sehr miihsam ■vviirc. ' Es ist 
daher die Bestimmung von Q(u) nach einem Verfahren vorzuzitdu'n, welches 
dem von Jacobi fiir die Discussion der zweiten Variation gelelirten analog 
ist. Wir gehen zu diesem Zweeke von der Differentialgleicliung 


(!•) 

aus. 

Da 

( 2 .) 


Piy) = = 0 


ik 0, 




so erhalt die Gleichung (1.) die Form 

(3-) F{y) = 2 = 0 , 

Wl = 0 

WO 

(*■) o. = 2 

j£=zO 

Wir bilden nunmehr den linearen Diiferentialausdruck Ordnung Q(u) 
deraxt, dass Q(u) verschwindet, wenn fiir u ein System linear iinabhaiigiger 

Losungen der Gleichung (3.) gesetzt wird. 
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Diese Losungen liaben gewisse von Hesse*) und Clebsch**) aufgestellte 
Bedingungen zu befxiedigen. Dieselben sind erfiillt, wenn wir die Anfangs- 
wertbe von “-lyn wahlen, dass, fur x — 0 , y^^ y^, 2 /„ bezw. der 

Ordnung 2 w — 1 , 2 « — 2 , . . « verscbwinden***). 

Wir wollen der Einfacbbeit wegen , ohne der Allgemeinbeit Abbruch [282 
zu tbun, voraussetzen, dass die Wurzeln ±?-j, ±r^ der Gleicbung 

( 5 .) = 0 

m = o 

von einander verscbieden sind. 

Eine lineare bomogene Differentialgleicbung mit constanten Coefficienten 
bat die Eigenscbaft, durcb eine beliebige Ableitung einer ibrer Losungen 
befriedigt zu werden. 1st daber y feine Losung der Gleicbung (3.), so ist 
aucb jede Ableitung von y eine Losung derselben Gleicbung. Wir konnen 
daber die Losung y^ so wablen, dass dieselbe fur a; = 0 der Ordnung 2 n — 1 
verscbwindet, und dann 

~ dx ' ~ ’ ■■■’ ■ 

Da eine Gleicbung der Form 

J'l 2 /i + }' 2 y 2 + -" + }'n 2 '« = 0 

mit constanten Coefficienten der Voraussetzung nacb nur besteben konnte, 
wenn die sammtbcben Coefficienten verscbwinden, so sind biernacb y^iy^i 
linear unabbangig. 

Urn fiir eine lineare bomogene Differentialgleicbung Ordnung mit con- 
stanten Coefficienten, fiir welcbe die cbaracteristiscbe Gleicbung lauter ver- 
scbiedene W^urzeln ^ 1 )^ 2 ) ••• 5 ^® besitzt, eine Losung anzugeben, welcbe nebst 
ibren jm — 2 ersten Ableitungen fur x = 0 verscbwindet, wabrend die (m — 1 )‘ 
Ableitung den Wertb Eins erbalt, bat man m Constanten y,, derart 

zu bestimmen, dass 

r^yi+ir'^y2 + "- + »"«y™ = 0, 

*) Dieses Journal Bd. 54 *). 

**) Dieses Journal Bd. 55. 

***) Yergl. Frobenixjs, dieses Journal Bd. 85, S. 198. 


1) Hesse’s Gesammelte Werke, Abh. 27, S. 442-r*444:. R. P. 
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fill X = 0, 1, . . W — 2, Tind 

+ — + C^'fm == 

Diese. Gleichungen ergeben 

__ I 

(®-) ~ 

wo cp(r) die linke Seite der characteristischen Gleichung der v(»rgelegten DifFe- 
rentialgleichimg, cpX^) Ableitung nach r bedeutet. 

Auf unsexe Gleicbung (3-) angewendet ergicbt sich dciuiiucli: 

(’■) ''■“■sA.'J./iCrji'- i’ 

WO 

( /-W = s 


Nacb unseren Voraussetzungen in No. I Hind dit* ( ’ot‘t'ti<'it‘ntou roule 
Grossen. 1st daher ?•* eine reale Wurzel der (Jknchuiig 

(6a.) S =■• d, 

so ist real; wenn nun auch i»ositiv ist, so ist imiiuitflbur zu Hcheii, 

dass 

eine reale Function von a; ist. Aber wenn F negutiv ist , ulsd so ist 

rv X t\ X 

f>. — e sni o., .< 


wiederum real. 

Ist dagegen eine complexe Grd.sse gleieh u i jii, so ist die .Suninit; 

= __t_. j I 1 j e I 

7xK) ( j*** /,('•() I F 

WO — ins Auge zu fassen. Es sind ul)er sowohl f.^{r.,) nnd /j(rj 

als auch 




TlX r.x 

0 ‘ ft * 
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conjugirte complexe Grossen. Es ist demnacli o eine reale Functiou von x. 
Aus diesen Erwagungen ergiebt sicb demnach, dass eine reale Function 
von X ist, folglich aucb y^, ...,y^. 

In der Gleichung 

(9.) Q(u) = 0, 

welcbe durcb y^t y^i y„ befiriedigt wird, sind demnacb reale 

Functionen von x. Da die Losungen dieser Gleicbung in der Umgebnng von 
x = 0 Potenzreiben mit nur positiven ganzen Potenzen sind, so ergiebt sicb*), 
dass q^x, q^x% q^x^ in der Umgebung von x = 0 nacb positiven ganzen 
Potenzen von x entwickelbar sind. Die zu a; = 0 gehorige determinirende 
Fundamentalgleicbung der Gleicbung (9.) bat der Voraussetzung gemass die 
Wurzeln w, M + 1, ..., 2«— 1. 

Setzen wir daber [284 

(10.) ' u — x^v, 

wodurcb (9.) in 

(9a.) «?'”> + H = 0 

iibergebt, wo 

== %D^(a:“) + («- g;,D^"“(i»”) + ••• + 

so sind die Wurzeln der zu a: = 0 geborigen Fundamentalgleicbung von (9a.) 
0, 1, 2, ..., w-1, es muss daber verscbwinden fur A = 1, 2, ..., n. 

Die Gleicbung {xs^^_^ = 0 ist aquivalent + = 0) a^lso ergiebt sicb 


wo ^i(a;) eine nacb positiven ganzen Potenzen von x fortscbreitende Reibe 
bedeutet. Ebenso folgt aus — 0 


{n — 1)“ 


-!tn{n — l)q^x + q^x^ = 0 ; 

J<K!= ft 


also 


S', 


P) 1 


X‘ 




*) Dieses Journal, Bd. 68, S. 360 ^). 


1) Abb. YII, S. 213, Band I dieser Ansgabe. R. F. 
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WO wieder eine nach positiven ganzen Potenzen von ic fortschreitende 

Reihe bedeutet. 

Allgemein ist 

(11.) 

wo 

(12.) 

und eine nach positiven ganzen Potenzen von x fortHohrtdtcndo Reihe 

bedeutet. 

Um in der Gleicbung 

(13.) Fiu, u', <^m Q («)’ = -37 

9 zu bestimmen, sei 
(14.) 


“a = xT 


<p = 


ik o ii-l\ 

I / . j H'.. ij 


385 ] Bezeichnen wir wie bisher mit oberen Afcentcn din Ahloitungoii nach x, 
so ist 

(15.) ^ 2«' s i i 2 m'‘ V 

^ ' dx ti 1=0 “ “ 


Es hat daher (i:5.) die Gestalt 
(16.) F(u, u', - cMuf = g 


1' ‘iH’ V ,i,u 


« I 


+ 2h" Y , -I f 2m'*' V .1.^ ^ 


i... 


Daraus, dass diese Gleichung in Bezug auf iilciil i’-rh I'riiillf ist, 

ergiebt sich 


^+A-U + A,(-, = 


(17.) 

(17a.) 

Die Gleichungen (17.) und (17a.) liefera unch leicht die explicite.ii Aus- 
driicke fiir Setzen wir namlich 


( 18 .) 
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A. 


n— I— 1,(1 


= a 




: a. 


'n,(i~~l 


(19.) 


(^1 ®n— i+ 2 ,/t — 1 X+S,ft — 2 ~ ^+l) 

+ DU 2 .a„ — i+ 2 ,ft ^ 2 ^n— i+ 3 ,Jt— l"^ 2 — ^ 2 *^ 51 ,ft— i+2) 


WO Ay Binomialcoefficient ist. 

Aus den Gleicbungen (17.) oder (19.) folgt: 


( 20 .) 




n^{n + l-p) 

Man bestatigt diese Formel aus den Gleicbungen (19.) unmittelbar [a86 
fur A = 0, A = 1 und beweist alsdann, mit Hiilfe der Gleicbung (17.), indem 
man dieselbe fur ^ = »— A — 1, Z = f^ auf die Form bringt 


(17b.) 


An-X- 




dx 


‘ A.— ijjLi ^nn9l-¥i Q.n—i 


■1X1 


dass sie giiltig ist far A + 1, wenn sie for 0, 1, A erwiesen ist 
Setzen wir 

n — A — 1 == 7^, ^ = Ij 


so nimint die Gleichang (20.) die Form an 


(20a.) 




,2n— Z— 1 


)a; = a 


CnJn-mn-T) 
n^{2n — h — l—l) 


ft f • 


IV. 

Es seien gauze rationale Functionen m*®” Grades 

von X, in welchen der Coefficient von a;” gleicb Eins ist. Bilden wir die 
Determinante 




f,{x + Ml) 

f,(x + m) 

••• /m+i(i» + ««) 

(1-) 

D = 

/j(a: + Hi — 

1) fj(a; + »M — 1) 

••• /™+i(« + »*-!) 



W) 

m 

• • • /77l+l(^) 


so lasst sicb dieselbe vermoge der Identitat 

( 2 .) m\ = /i(a; + ni) — m, fx(x + Mi — 1 ) + f^{x + hj — 2 ) + (— 1 )**^ (a:) 

Fuchs, mathera. Werk®. m. 4:5 
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\ 1 

1 

1 

.. 1 

(3.) D = ml 

f^(x + m — 

1) f^(x + m- 

1) f^{x + m-l) . 

•• /»+,(•« + M*-1) 


W) 

f'M 

/;{«) 

* • / «+l(^) 


Timformen. 

Setzen wir 
(4.) 

wo den Coefficienten der bochsten Potenz von x bodeutet, wtdcJier in der 
Differenz f^{x)-f^{x) vorkommt, so ergiebt sich 


1 

00 

fn{x + m 

/;,(x+«i 

-1) /;,(x+w-i) . 

-2) /’jZx+ w-'i) . 

• -2) 

(^O.j JJ — - Wb I ^22 f^23 * * * 


/ u(^) 

t\M) 



ftm+i sind ganze rationale Funetionen (m-l)'*'" (iriides, liei denen 
dex Coefficient der Potenz gleicli Kins ist. 

Die Determinante D lasst sich durch Anwcnduiig der idnititiit 


(6.) (?« - 1) ! = + m - 1) - {ill ~ 1 ), /;* (x i m ) 

+ (m — l),/’,;(z + wz — il}-"' U ir ‘/id'i 


umformen in 
(7.) D = 


I 1 1 ... 1 

I 

, ! /],(x + m ~ 2) /;,(■./■ f m - 2) . . . .,(.r i w 2] 

i I 

i /ia(*^) /u^'^ ) ■ * ‘ /i, w) # d I 


Setzen wir 

(8.) /aW-ZidA) - NJ'J-Of 


wo den Coefficienten der bochsten Potenz von ,r !»edentet, \\elelier in der 
Differenz vorkommt, so ist biernucJi 

j D til ! (in 1) ! fij, gjj . . , . ftj,, . . . fij ni I 


/;, (x + m - 2) /;, (.« + w -- 2) . . 

• • /t, »4J 

/■„(x + m-3) /;,(aj + w-3) . 

* * + +’ 


* * /i, 


( 9 .) 
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Man sielat, dass durch. Fortsetzung dieses Processes schliesslich erFalten 


wird 


( 10 .) 


D = m!(m — 

* (^22 (^23 • • ‘ f ^ 2 , TO+l 
* f*'33 * * • f^8, m M 


• m+1 } 

wo die Bedeutung der /i roit doppeltem Index ans dem vorhergehenden [288 
ersichtHch ist. 

Wir heben bier einen specieUen Fall bervor, von welcbem wir spater 
Gebrancb macben woUen. Sei 

( 11 .) F(x) == (x—m)(x — m — l)...(! 3 !! — 2 m) 

und . 


SO exgiebt sicb fur diesen Fall aus der Gleicbung ( 10 .) 
(A.) D = (m!(m-l)!...2!l!)^ 


(1 = 1 , 2 ,...,«+ 1 ) 




V. 


Sei 


0 

0 

• ^ol 

(1-) 

Px = 

-^10 -^11 * 





■■ A^ 


wo die dieselbe Bedeutung baben wie in No. m. 

Aus der Gleicbung (20a.) No. Ill exgiebt sicb 

\ ( 2(2 + l)^^-(2 + l)“^ (n{n 1) . . . (to -- A))^ («„ ^ 


wo 


( 3 .) 


1 

1 

1 

2n — l 

2n — 2 

2^ — 1 — A 

1 

1 

1 

2n—‘2 

2n~ 3 

2^ — 1 — ^ — 1 

1 

1 

1 

TO — 1 — A 


2^ — 1 — 2A 
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Setzen wir 

/ 2n-l = |, 

( 4 .) -P’(I) = 

I fhil) = -yzi-£ {h = 1 


( k = 1 , 2,... ,1 + 1 ) 


289 ] so wird 
( 5 .) A = 

WO 


... .'^7(|-~2XTl)’(|-'2l)' 



ti{% + X) /,(S + J) .••/i+,(l + A) 

(6.) A' = 

/l(i ^ /aCi ^ • • • /i4i(S + 1) 


A(^) ftH) • * - /a+i(I) 

Es ist aber nach (A.) No. IV 

( 7 -) 

A'= G!(A-l)!...2!l!)*. 


Wir erhalten daher schliesslich 

= — , — 1 ) • . . (n — X) a„ . . . a„_^ A ! (A - 1 ) ! . . . 2 ! 1 ! I'' r'- " 


Nach der vorigen Nummer, (xlciclmng (B.), iKt 

= O4 a; 

eine wesentlich positive Grosse. 


Die quadratische Porm 

( 1 .) 


9 = 2 .< 4 ^ »“>««> 


k 0, I, M 1 
I - (I. 1 


lasst sich nach eine r von Jacobi*) herrilhrenden Methode uuf folgciuic Weise 
*) Dieses Journal, Bd. 63 , S. 270 »). 


*) 0. G. J. JacoW’a Gosammelie Werke, Bd. HI, 8. 590. K. F. 
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durch eine Summe von Quadraten darstellen : 


( 2 .) 


? = 


jji XP TJ* JP 

+ 1— + ... + ^ + + !L_ 

Po PoPi P^-iPm P^-iP« 


■WO Pii ■ ■ -I Pn voriger Nummer, Gleichnng (1.), angegebene Be- 

deutung haben und Z7, 77^, lineare bomogene Fnnctionen von u,u\ 

bedeuten, deren Coef&cienten ganze rationale Fnnctionen von q^, und 

deren Ableitungen sind. 

Bezeicbnen -wir mit a den kleinsten positiven Wertb von a?, fiiT welchen 
eine der Grossen q^, •••) ?« unendlich -wird, so sind fur alle positiven Wertbe 
von X, die kleiner sind als a, die Coefficienten der Darstellung der- [ 29 ° 
selben durcb Gleicbung (19.) No. Ill gemass, stetige Fnnctionen von x. 

Nun ist nacb voriger Nummer, Gleicbung (B.), 

P 

(3.) = 2 a+i)n-(zTiy + Glieder mit steigenden Potenzen von x. 

Oj 

Demnacb ist p.^ fur d ax < a stetig und fur hinlanglicb kleine Wertbe 
von X positiv. Fiir binlanglicb kleine Wertbe innerbalb derselben Grenzen 
ist daber aucb nacb Gleicbung (2.) cp eine definite positive quadrati- 
scbe Form. 

Eine Zeicbenanderung von q Coefficienten der Quadrate in Gleicbung (2.) 
wiirde nacb dem Tragbeitsgesetz bei jeder anderen Art von Transformation 
der quadratiscben Form in eine Summe von Quadraten ebenfalls eine Zeicben- 
anderung von Q Coefficienten bervorrufen. W^ablt man bierzu die Trans- 
formation durcb eine ortbogonale Substitution, so ergiebt sicb aus der Stetig- 
keit der Coefficienten A^, dass solcbe Zeicbenanderungen erst eintreten 
konnen, wenn die Determinante 

(4.) lA^I = 0 

ist. 

Wir wollen die kleinste positive Wurzel dieser Gleicbung mit ^ be- 
zeicbnen. 

Wenn wir als positiv voraussetzen, so ist fiir Fnnctionen «, welcbe 
nebst ibren (» — 1) ersten Ableitungen fur a; = 0 verscbwinden und sicb 
iiberdies nebst ibren n ersten Ableitungen fur a: =. 0 regular verbalten, nacb 
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Gleichung (13.) No. Ill 

( 6 .) + r Qiufdx. 

Jo ^0 

Wir gelangen also zu folgendem Resultat: 

Bedeutet u eine beliebige Function, welclie ncbst ihrcn n~i 
ersten Ableitungen fiir x=0 verschwindet und sich iiberdies 
nebst ihren n ersten Ableitungen fiir x — regular verhillt, so 
ist das Integral 

r Fiu,u%...,u'^^)dx 

“'o 

fiir positive zwischen 0 und b gelegene Werthe von ./• positiv, 
wenn h die kleinere der beiden GrosHcn u und p darstclU, tuid 
wenn positiv vorausgesetzt wird. 

291] VII. 

Die im Vorliergehenden skizzirte Uiiter.sudiuug hat nicht uur fiir die 
Anwendungen ein praktisclies Interesse; sie kiiiui vicdimdir auch in rein aiia- 
lytischen Fragen verwerthet werden. 

Es moge geniigen, dieses an dem folgcnden Bei.Hpirih- zii erlauterii. 
Betrachten wir die Differentialghdchung 

(a.) F(“ m'"*) = /■(.r), 

wo jF(«<, et', . . ., w'”') dieselbe Heschaffenheit win im \’orlH‘rg(‘lifnfitn hat, wiih- 
rend f{x) eine innerhalb des Intervalles von ./■ ; n his ,/ /» reguliire reale 

Function der realen Variablen x ist (// ist die in voriger .Nmnmcr cliarakferi- 
sirte Grosse). 

Wird eine l/osung der Gleichung («.) dundi die Anfangswert he 
u = 0, zt' = 0, ..., m'""*’ 0 

fiir x=0 bestimmt*) itnd diese Ldsung fiir reule positive Werflie von ,/■ 
verfolgt, so unterliegt die Frage, ob man in eimnn gi-wissen Intmaail einer 

*) Dass dabei selbstverstandlich f(0) von Null verBrbicjden sein muss, bat mir inrin \'ut.T lud dw 
Herstellnng des Manuscripts mimdlicli bemerkt l» |/|t |i^^ 
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uber'das torzeichen gewisser bestimmter integrals. 

Singularitat von u begegne, bekanntlich grossen Scbwierigkeiten. Aus den 
Resultaten der vorigen Nummer kann man nun beispielsweise folgenden 
Scbluss zieben: 

' f(x)dx nicbt fiir alle Werthe von x des Inteivalles 0 bis b positiv, 
0 

so kann u nicbt in dem ganzen Intervalle eine reale sicb regular verbaltende 
Function bleiben. 


ANMERKUNGEN. 


1) Anderungen gegen das Original. 

S. 346, Zeile 6 v. u. wiirde »und = Ctk istc hinzugef'tigt, 
n 351, „ 2 und 8 steht im Original; dass y, folglicli auch y,,..., 

von X sind. 

2) Vgl. die Anmerkung zur vorhergehenden Abhandlung LXXIII. 


y« realo Functionen 


H. F, 


LXXVI 


tTBER ZWEI NACHGELASSENE AEBEITEN ABELS UND DIE SIGH 
DAEAN ANSCHLIESSENDEN UNTERSUCHUNGEN IN DER THEORIE 
DER LINEAREN DIEFERENTIALGLEICHUNGEN*). 

(Acta Mathematica, Band 26, 1902, S. 319 — 332,) 


» I. [319 

In zwei nachgelassenen Abhandlungen (t. 11, No. VIII nnd No. IX der 
von Stlow nnd Lie besorgten Ausgabe der AsELscben Werke von 1881) hat 
Abel die Satze Legendres iiber Vertauschnng von Parameter und Argument bei 
den elliptischen Integralen dritter Gattung auf lineare Differentialgleichungen 
ausgedehnt. 

Diese Arbeiten Abels sind alsdann von Jacobi (Crelles Journal, Bd. 32, 
S. 185’)) durch eine abweichende Darstellung derselben in ein belles Licht ge- 
stellt worden. 

*) Die Abhandlung , welche wir Mer verofferitliclien , ist die letzte, welche aus der Hand des ver- 
ewigten Verfassers stammt. Als die Abhandlung scbon im Druck war , wurde der Verfasser am 26. April 
plotzlicb auf der Strasse von der Krankheit betroffen, welcbe nacb wenigen Minuten seinem rubmreichen, 
der mathematiscben Wissenschaft mit so grosser Hingabe und so seltenem Erfolg geweihten Leben ein 
Ende macbte. Die Zeit und der Platz fehlen uns augenblicMich urn eine angemessene Scbilderung zu 
geben von der Stellung, welche Fuchs in der mathematiscben Wissenschaft einnimmt, sowie von dem ge- 
waltigen Einflusse, welchen er auf die Entwickelung der Mathematik in den letzten 37 Jahren, seit dem 
Erscheinen seiner beriihmten Abhandlung Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen 
ausgeubt hat. Eine solche Scbilderung wird jedoch, wie wir erfahren, nicht lange ausbleiben. 

Die Eedaktion. 

1) Jacobi’s Gesammelte Werke, Bd. 11 (1882), S. 121 ff. R. F. 

Fuchs, inathem. W orke. III. 


46 


362 tJBER ZWEI ARBEITEN ABELS UND DIE SICH ANSCHLIESSENDEN UNTERSUCHUNGEN. 

Sind A^, ganze rationale Functionen von .r, so betrachtet 

Jacobi neben dem Differentialausdrucke 

[i/]j = A^y + A^y' + ■" + 

320] wo die obexen Accente Ableitungen nach x bedeutcu, den Uifferential- 
ansdruck 

[yl = -A,y + D,(A. y) - D* (A, 2/) + • • • ± D!r'(A„ y) = y +B,y'+--+ B, */<»>, 

welchen wir jetzt als den zu \jf\ adjungirten*) bezeicbnen. Da nach La^ 
GRANGE ■8'[y]i + yWj willkiirliche Functionen cin vollstilrniiger Diffe- 
rentialquotient ist, so setzt Jacobi 

+ = \ihe\- 

Wenn die unabhangige Variable x in [//],) [y],* li/? J'bt einer unabhiingigen 
Variablen a vertauscht wird, so* sollen dies(^ Ausdriicke mit [//f"', [ylj", 
und im Gegensatze hierzu die nrsjirunglichen auf heziiglicdicu Ausdn'ieke mit 
[ylf) [ylf) VVi bezeiohnet werden. 

Sei dieselbe Function von a wie A. von ./■ and 


so ist 



x — u 


U 


n dP, 

d.f. 


ff‘l\ 


+ --.± 


■ dx" 


eine ganze rationale Function von .r und «, 

(A.) 2 

wo den Coefhcienten von x/ in bedculct. 

Beziehung 

r 1 i'"* r 1 I'" 

r, 


.I,\ruHi tindi 1 mm (lie 


1 

x—a 


x~u 


aus welcher er die andere ableitet: 


(B.) 


0 

y, 


0 y 

dx 

X — a _ 

da[a — x’ 




*) Vergl. Ckelles Journal, Bd. 76, S. 183 »). 


1} Abh. XYI, S. 421, Band I dieeer Ausgab©. B. F. 
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wp y erne Losung dex Gleiclmng [2/]'“’ == 0, 5 eiiie Losung der Gleichtiiig 
= 0 bedeutet. 

1 st ein linear unabhangiges System von Losungen der Glei- 

cbung [y\ = 0 , ebenso ein linear unabbangiges System von [321 

Losungen der adjTmgirten Gleicbung \z\ — 0, die beiden Systeme so gewablt, 

dass ■2’J = I) = 0, fur i =1= so folgt aus den Gleicbnngen' 

■ ® 

» = r* (ft = l, 2, 

fur eine beliebige Function z 

(1.) !-,+ ••• + 4^' r„ (X = 0,1,...,M-1) 


und ebenso aus den Gleicbnngen 

= (fc = 1,2, 

fur eine beliebige Function y 

m 

(2.) = «/fSi + 2/fSa + -" + 2/*’s„. 


Setzt man mit Jacobi in fur z 



wo s eine Losung der Gleicbung [§]'“’ = 0 bedeutet, so folgt unter Anwen- 
dimg der Gleicbungen (B.), (l ), (2.) das Resultat: 


(C.) 






x)' 


>»+l 




WO resp. dieselben Functionen von « sind wie y^, z^ von a;, nnd wo die 

Summation auf der recbten Seite sicb auf ^ = 1, 2, . . n; = 1, 2, . . w und 
auf dieselben Combinationen von wie in Gleicbung (A.) beziebt. 

Fiir i == 0, 1 , n-\\ k = 0, 1 , n -1 stellt (C.) w’ Gleicbungen dar, 

welcbe gestatten die Grossen J linear durcb die n® Grossen f 

und umgekebrt auszudriicken. 

Sie liefem die vollstandige Losung des Problems, welches sicb Abel in 
der No. IX der bezeicbneten Abbandlungen gestellt batte. 
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3*2] II. 

No. I. 

Am Schlusse seiner Abhandlungen (Crelles Journal, Bel. 32, S. 196’')) 
sagt Jacobi: »Um das aufgestellte Theorem in ein vollstilndiges Licht zu 
setzen, und insbesondere die Anfangsgrenzen der IntegraU' zu bestimmen und 
die nothwendigen Beschrankungen des Theorems anzugeben, ist es nothig, 
den Character der liOsungen der linearen Differentialglcic.hungeii, derim Co- 
efficienten ganze rationale Functionen der Variablen sind, naher zu ergriinden, 
wofur, wenn man die zweite Ordnung uberschreitet, noch wenig von den 
Mathematikern geschehen ist«. 

Nachdem mir die Resultate meiner Ontersiichuiigen iiber die Natur dieser 
Functionen die Mittel hierzu gewiihrt batten, unt<;rnahm ieh es, die Abel- 
JACOBischen Theoreme zu praci.sircn. Ks gelang iiiir gleichz(‘if ig, auf diese 


pracisirte Formulirung raich stiitzend, Consetiuenzen dieser 'I'liconuiu- von, wie 
es scheint, weittragender Bedeutung zu ziehen. Die Resultate dieser IJnter- 
suchung habe ich im (’HELLKschen Journal, Bd. 7(1, S. 177 1}'.^) unter dern 
Xitel »t.Jber Relation en, vvelche tiir die zwisehen je zwei singularen 
X unkten erstreckten Intcgrale der Leisungen linearer Diff(‘rential- 
gl e i c h u 11 g e n s t a 1 1 f i n d e n « verdffentlieht. 

In diesei Arbeit bcscliranken wir uns auf Dilferentiulgleicbungen der 
Klasse, welche ich in meiner Arbeit f( ' kem.es .lournal, lid. dti, S. M(i, (il. 
J ^■) )) dahin characterisirt hatte, dass in den zur I ingebiiiig jeiles der singu- 
laren Runkte gehorigen Futvvie.kelnngeri nieht unendlieb viele tiegafive I’o- 
tenzen auftreton, welche also fur jeden singularen Punkt eine detenuiiiireud(> 
Fundamentalgleichnng aufweisen. 

Nachdem nachgewiesen ist, dass die adjungirte i lilferentialgleichung jeder 
(jrleichung dieser Klasse ebenfalls zu rlerselben Klasse gehdrt und dii'sellum 
singularen Punkte besitzt, werden die Bezielmngen erdrte.rt, u'elehe zwis<-hen 
den zu demselben singularen Runkte gehorigen determinirenden Fundanieutal- 
gleichungen der Differentialgleichung und ihrer adjungirten stattlindtui. 


1) C. G. J. Jacobi’s Gesammolte Worke, Bd. II (1882), 8. 1S4. B, F. 
S) Abb. SVI, S. 415, Band I (lieHor insgabt. Ji. F. 

®) Abb. YI, 8. 186, Band I dkser Ansgabo. E. F, 
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Es wird die Differentialgleicliuiig jener besonderen Klasse in die Form [323 
gesetzt: 

(D.) [yr = = 0, 

0 

wo FJ^x) eine ganze rationale Function Grades bedeutet und 

F{!io) = {x — a^){x—a^)...(x — a^ 
ist. 

Nun wird nacbgewiesen, dass bei vorgescbriebenen singularen Punkten 
die Coefficienten der Functionen so gewahlt werden 

konnen, dass die Wurzeln der zu jedem gehorigen determinirenden Funda- 
mentalgleichung der Gleicbung (D.) von einander verschieden und ibre realen 
Theile negativ und absolut kleiner als Eins sind; was zur Folge hat, dass 
auch fur die zu (]D.) adjungirte DiiFerentialgleichung 

(E.) wr = = 0 

0 

die Wurzeln der zu jedem gehorigen determinirenden Fundamentalgleichung 
die namliche Eigenschaft haben. Die Coefficienten konnen aber so gewahlt 
werden, dass gleicbzeitig die Wurzeln der zvl x — 00 gehorigen determinirenden 
Fundamentalgleichung fur jede der Gleichungen (D.) und (E.) von einander 
verschieden und in ihren realen Theilen positiv und grosser als Eins werden. 

Von der Differentialgleichung (D.) wird in der Fortsetzung der Arbeit 
vorausgesetzt, dass die Wurzeln der zu jedem gehorigen determinirenden 
Fundamentalgleichung von einander verschieden, und in ihren realen Theilen 
negativ und absolut kleiner als Eins sind, wahrend fur a; = 00 nur gefordert 
wird, dass die Wurzeln der determinirenden Fundamentalgleichung von ein- 
ander verschieden seien. Nach den daselbst angestellten Erorterungen hat 
alsdann die zu ,(D.) adjungirte Gleichung (E.) dieselbe Eigenschaft. 

No. 2. [324 

Wir setzen (S. 178 der Arbeit*)), um die durch die Integration in [^,^] 
eingefuhrte Constante zu fixiren, 

( 1 .) [y,^] = 


1) 6. 416, Band I dieser Ansgah*. R. F. 
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O' 0 

Wenn nun nach Gleichung (D.) 

(3.) = -^<i.-i)(e-j)(^)-^(^)*' 

gewahlt wird, so wird unter den am Schlusse der No. I erwiilinten Voraus- 
.setzungen nachgewiesen, dass: 

r I -iCjrl 

(4.) ,, ^ = 0, 

wenn y eine Losung der Gleichung (I).), a idiier tier singularcn Punkte 
<*sj • ••> "<)) ^ verschieden ist. 

Setzt man in Gleichung (E.) a an dit? Stcllf der \‘ariul>lt‘ji ./■, und be- 
zeichnet dann eine Losung demelben mit j, so folgt chciistt 


(5.) 


¥- « ’ * 


0 , 


wenn x von a verschieden ist. 

Es werde nunmehr die .'/j-Kbene lUindi eiijfii zusutiimoiihangcnden sich 
selbst nirgendwo schneidenden Linienzug 3 zcrHchiiiUou , dor die Punkte 
in sich aufniinmt, der uber uurh tlureli . iiiiidurchgeht, 

wenn die realen 'i’heile der Wurzedn <ier zu .r » gebiirigeii delerruiiiirenden 
Fundamentalgleichung grosser als Kins sind. Ks lodge den Theil des 
Schnittes © bezeichnen, welclier in einer ein fiir aileiuol festgeset/t»‘n liich- 
325 ] tung von naxdi filhrte. Wemt « an die Nfelb- dir \ arialdeii ./' ge- 
setzt wird, so soil die «-Kbene diircli (‘ijieii lait 3 sieb lieekeudei. Linienzug 
zerschnitten Wt'rde.n. 

Es wird jetzt, unter Ihuludialtnng der in (:!.) {eHtgi-legim Itedeunnig vim 
.dj, von der ABHL-.L\('OBiseln;n Gleichung (H.) ausgegangen, in ueleher mit // 
eine Losung der Gleichung ( 1).), mit \ <‘ine Liisung der < ileieining t Iv ) (nacli 
Vertauschung der Variablea ./• mit «) bezeichnet wird. Win! die-i- (jliachung 
in Bezug auf x liings ( von l)is und in Jiezng auf « langs / \on a, 

bis integrirt, wobei vorausgesetzt wird, dass die 'Ibeile /_ imd /, uieht 
zusammenstossen, so erhalt die linke Seite uacb den ( ileiehungen (i.) und 
(5.) den Werth Null, es ist also 
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(1. c. S. 188, Gl. (4.); S. 206, Gl. (T.)^)). 

Erheblichere Scbwierigkeiten stellten sich. in den .Weg, als wir die 
Gleichung (B.) in Bezug auf x und in Bezug auf a resp. langs zweier anf 
einander folgender Theile zu integriren unternahmen. Es wiirde m ich 

zu weit fuliren, wenn ich die Hiilfsniittel, welcbe wir (1. c. S. 189 — 206^) 
aus einem tiefexen Jlindringen in die Natur der Losungen der linearen DiiFe- 
reintialgleiclrangen schopfen mussten, bier skizziren wollte. Icb muss micb 
daber begniigen, das 1. c. S. 206®) erbaltene Resultat bier nur zu bescbreiben: 

Wir bezeicbnen mit yj^, ..., das zu a? = oo geborige kanoniscbe 
Fundamentalsystem von Losungen der Gleicbung (D.), mit C,, das 

zu a: = oo geborige kanoniscbe Fundamentalsystem der adjungirten Gleicbung 
(E.), welcbe so gewablt sind, dass Q adjungirte Elemente bedeuten (1. c. 
p. 183^)). Femer bedeuten •• •» ^ 0 ^ das zum singularen Punkte 

geborige kanoniscbe Fundamentalsystem der Gleicbung (D.), • • •> 

das zu demselben singularen Punkte geborige kanoniscbe Fundamentalsystem 
von Losungen der adjungirten Gleicbung (E.), welcbe wieder so gewablt sind, 
dass Yjj,^ und adjungirte Elemente bedeuten. (Vergl. die Definition des zu 
einem singularen Punkte gebprigen Fundamentalsystems in meinen Arbeiten, 
Crelles Journal, Bd. 66 , S. 139 und Bd. 68 , S. 364®)). 

Zwiscben diesen Systemen finden die Gleicbungen [326 

ft 

^4 = 

1 
n 

^4 Si ^ 4 i 
1 

statt, wo Constanten sind, fiir deren Berecbnung in meiner Arbeit 

(Crelles Journal, Bd. 75, S. 210 ®)) ein Weg angegeben woxden. 

Sind Xj, Xj, . . ., die Wurzeln der zu geborigen determinirenden 

1) S. 427 und S. 447, Band I dieser Ansgabe. E. F. 

2) Ebenda S. 428—447. R. F. 

3) Ebenda S. 447. B. P. # 

4) Ebenda S. 422. R. P. 

5) Abb. VI, S. 179 nnd Abb. VII, S. 216—217, Band I dieser Ansgabe. B. P. 

6) Abb. XTV, S. 396, Band I dieser Ansgabe. B. P. 
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Fundamentalgleichung der Gleichung (D.) 

D{r) = 0, 

wo ^^{x) in der Umgebung von x = holomorph und fiir x = a 

von Null verschieden sind. 

Es zeigt sich, dass 

wo D'(r) die Ableitung von I>(r) nacb r bedeutet. 

Die in auftretenden willkurlichen Factoren wertleii nun so 

gewahlt, dass die rechte Seite der Gleichung (i).) den Werth Kins unnimnit, 
so dass 


0-) 

so ist 
(8.) 


( 10 .) 


I j ■»ii/ 1 ^ • 


In gleicher Weise lassen sich die unbestimmten Factonui von so be- 

stimmen, dass 


(lOa.) 


’/i i 


Zwischen den Grossen c.,. imd hnden die (»lei(diung(!n statt 

/ n 

( 11 .) . 

== 1. 

I 

327] Nacli diesen Erorterungeii und VeBtsetMmgm wird iia,s f’olgrmlr 
erschlosseii : 


((^■) / dx = (-l)»r2a 


sin rr. 


wo Jj, dieselbe Function von a ist wie von x, 1. c. 8. 2(!li’). 


1) Ahh. XVI, S. 447i Band I dieser Ausgabs. E. F. 
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III. 

No. 1. ■ 

Der wahre Sinn nnd die Wiclitigkeit der in den Gleichungen (F.), (G.) 
auftretenden Eesultate wird in ein heUeres Licht gesetzt durch. eine Arbeit, 
welcbe icb spater in den Sitzungsbericbten der Berliner Akademie (22. De- 
cember 1892, S. 1113^)) veroffentlicbt babe. 

In dieser Arbeit wird auf die Eolle bingewiesen, welcbe die Coefficienten 
der Fnndamentalsnbstitutionen der Losungen der Differentialgleicbung in jenen 
Relationen (F.), (G.) spielen. Zu diesem Ende ist nur eine etwas veranderte 
Scbreibweise der recbten Seite der Gleicbung (G.) erforderlicb. Dnrcb diese 
Scbreibweise tritt der Umstand besonders berror, dass die recbte Seite ledig- 
licb von den Coefficienten der auf bezuglichen Fundamentalsubstitution 
der Losungen abbangt. Dieser Umstand aber bringt es mit sicb, 

dass die Relationen (F.), (G.) einen invarianten Character baben, in dem Sinne, 
dass sie fur die gesammte Klasse von Differentialgleicbungen, zu welcber eine 
vorgelegte Differentialgleicbung gebort, die gleicbe Form bebalten. Diese In- 
varianz macbt es moglicb, gewisse bescbrankende VoraussetzungeD, welcbe in 
der Arbeit (Crelles Journal, Bd. 76, S. 177 ff. ®)) fiber die Wurzeln der de- 
terminirenden Fundamentalgleicbungen gemacbt worden sind, aufzubeben. 
Dieses wird in der in Bede stebenden Arbeit nacbgewiesen; es wird nur, um 
Complicationen in der Darstellung zu vermeiden, die Voraussetzung gemacbt, 
dass die Differenzen zweier jener Wurzeln, wenn sie nicbt sammtlicb ganz- 
zablig sind, aber zum Auftreten von Logaritbmen keine Veranlassung geben, 
nicbt zum Tbeil ganzzablig sein sollen. " 

Sei ‘ - [328 

F(a;) = 

und 

(!.)• (D.) Mf = = 0, 

0 

n . . 

( 2 .) (E.) wr = = 0 , 

0 

T == 9 + 0, 

1) Abb. LX, S. 141 dieses Bandes. R. P. 

2) Abh. XVI, S. 415 ff., Band I dieser Ansgabe. B. F, < 

Fuchs, inathem. Werke. m. 
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WO \,h^, diejenigen singularen Punkte bedeuten, bei deren Umkreisung 
saromtliclie Integralquotienten ungeandert bleiben, wabrend mit a, a,... a 
diejenigen singularen Punkte bezeichnet werden, fiir welche die Differenzen 
der Wurzeln der determinirenden Fundamentalgleichungen nicbt gauze Zablen 
sind. 

Es werden nun vorlaufig noch die Voraussetzungen der Abhandlung 
(Crelles Journal, Bd. 76^)) festgebalten, dass die Wurzeln der zu « , « , ^ 
geborigen determinirenden Fundamentalgleichungen in ihren realen Theilen 
negativ und absolut kleiner als Eins sind, und, um die oben erwabnte ver- 
anderte Schreibweise der rechten Seite der Gleichung (G.) zu erzielen, wird 
die Substitution 

(6a) (s. II, No. 2, Gl. (6.}) 

mit die Substitution 


K, 0 , ..., 0 ) 
0 , A,, . . . , 0 
• • • * . , • 
lo, 0, ..., aJ 


, K~ 


%.Tm%Tn 


•••)»•„ die Wurzeln der zu geborigen determinireuden Fundaiuental- 
gleichung) mit L bezeichnet; dann ist 

% = iOiK) = BLB-^ 

dm dem Umlaufe um angeborige Fundamentalsulistitutioii. Setzt man 
die Determinante 




A and B,, 


dS 

<36,; 


so ist nach den Gleicbungen (li.) in IL, No. 2 




329 ] Alsdann ergiebt sich aus Gleichung (G.) 

(^•) / dx j = (_l)»2T:i2a 


J-'" 

A, -I 


1) Abb. XYI, S. 415 ff*., Band I dieser Atisgabe. K. P. 



■GBER ZWEI ARBEITEN ABELS XOTD DIE SICH ANSCHLIESSENDEN UNTERSUCHUNGEN. 371 
wenn wir 

setzen. (Vergl. Sitzungsbericlite, 1. c., p. 1117, Gl. (S'.)*). 

Die recliten Seiten der Gleichungeii (G.) sind lediglich. durch. 
die auf beziigliche Fundamentalsubstitution des Funda- 

mentalsystems • • •; bestimmt. Diese Gleicbnngeii repra- 

sentiren n‘ Gleicbungen fiir die n' Coefficienten dieser Funda- 
mentalsubstitution. 

No. 2. 

Wir konnen zunacbst durcb eine Substitution 
(1.) y = 

wo die Grossen a^, a^, ...,a^ Null oder positive gauze Zablen bedeuten, die 
Gleicbung (D.) in eine Gleicbung 


(2.) B,w + B,w'+ ... + = 0 

verwandeln, fur welcbe die Wurzeln der zu geborigen determini- 

renden Fundamentalgleichungen in ibren realen Tbeilen positiv sind. 

1st 1 die bocbste ganze Zabl, welcbe in den realen Tbeilen der 
Wurzeln d'er zu geborigen determinirenden Fundamentalgleicbung der 
Gleicbung (2.) entbalten ist, so werde 


j Uix) = 

\ = (x — a,) {x—a^) ...(x-a^) 


gesetzt. Wir beweisen nun, dass man n ganze rationale Functionen 
%(x), ..., 9„_i(i») derart bestimmen kann, dass, wenn 


(4.) 


und 




U{x) 


(5.) u = B^{x) w + ?,(«) w' + — h P„_i(a:) 

gesetzt wird, die Diiferentialgleicbung, welcber u geniigt. 


[330 


1) Ibb. LX, S. 145 dieses Bandes. R. F. 
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C;M + C,«'+-” + £7,a‘' 


uberhaupt dieselben singularen Punkte wie (2.) besitzt, mid da.ss die realen 

‘^®^ bezuglichen determinirenden Funda 

m^talgleichuDgen von (6.) zwischen Null und der negutiveu l-iinheit sieli be- 

Die_Gleichung (6.) gehort zu derselben Klasse mit der Glei- 

cbung(D.), daher Sind die Fundamentulsubstitutioiien zn ie einem 

singularen Punkte fiir beide Gleichungen ubereinstininumd' 
Hieraus fiiesst das folgende Resultat: 

Wenn die Gleicheng (jl.) in ,Vur/,el., der ,le 

termrnirenden Fun.lamo„t„lgleich„„ge„ niel.t dun V„rau 
se eungea ent.pricht, aaf Grand deren die <ileiel„u.g ((iM alf' 
gebant Worden ,»t, so kann dnrch rationale l!e, lnn,„g,„,„.,.atio 
lien eine mit (D.) ru derselben Klasse gel, brine IlifCerential 
gleicbung, w.e GieiehunB («•). bergeleitet -verden, welebe don 
pnannten Voraussctr.ungen Genuge leislel. Man alsdann 

in der linken 8eite der Glcicb ung ((i'.) nur fiir r ' 11 di . . f i- 

G 1 ei r Im n cr fp ^ ^ ^ V- ■ / ■ IJ cl ii* ujif die 

G eielmngW boanghe.ben entsproebenden |.'u„e.i„„e„ ■,» s„b- 
.l.tuiren wahrond die reel, ten Seiten ungeilndert l.leiben oL 
.0 eihaltenen »' Gleiebnngen ((7.) liefVrn alsdann die Coeffi' 

0^4(5 ”” 'der 

No. 3 . 

In derselben Arbeit werden ulsdaim nocli <ii.> t» i r i- ■ 

welebe dinrch die Gleichungen (K.) und ((i'l rwis, I '‘'■‘'■'■‘'rt. 

gralen G- •; umi (U .) y.^vischcu den iH-sfiimntru lute- 

4 “> =f l/jf = 

nnd den Coefficienten der zn n evrai •• • n 

«o gesteiit Sind, wir beben darins da:!^:,.::::^;:!::;""^ 

lassen sicli durch n-o i .. ‘^‘imiutliche (jiroKsen 

Tjm-i ( , kii-'-i sammtliche Grosser! durch 

Unem und homogen darstellen. 
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Zum Beschiuss wird noch die Reclumng fur n = 1 uud « = 2 durch- 
gefiihxt. 

IV. 

Wir erwahnen hier uoch die sich an die vorliergelienden Untersucliungen 
anschliessenden Arbeiten der Herren Schlesingee, und Hirsch. 

Auf den Zusammenbang, der zwiscben dem Vertauscbungssatze und der 
Integration Unearer Differentialgleichungen durch Quadraturen (bestimmte 
Integrale) bestebt, bat Herr Schlesingee (Ceelles Journal, Bd. 116, S. 97ff. 
und Handbucb, Bd. IB, 1897, S. 405 ff.) bingewiesen. Bedeutet einen 

linearen bomogenen Differentialausdruck Ordnung mit der unabbangigen 
Variablen x und Coefficienten, die ganze rationale Functionen Grades 
sind, so zeigt sicb, dass der AsELScbe Vertauscbungssatz als specieller Fall 
(I = 0) in der allgemeinen Identitat (Gl. (C.), 1. c. p. 102) 

entbalten ist, wo einen linearen Differentialausdruck (m + w)*" Ordnung mit 
der unabbangigen Variablen s darstellt, dessen Coefficienten sicb aus denen 
von D^ (und umgekebrt) in einfacber "Weise zusammensetzen lassen (Gl. (2.), 
(3.), 1. c. p. 102, 103). 

Die Losungen von D^(^) = 0 lassen sicb auf Grund der angegebenen 
Identitat, durcb die Losungen « der zu = 0 adjungirten Differential- 
gleicbung (der EuLERScben Transformirten von D^ = 0) in der Form 

xj — I v(0 — a:)^“* ds, 

und umgekebrt die Losungen von durcb die Losungen w der zu 

D^ = 0 adjungirten Differentialgleichung, in der Form 



darstellen, wo L, A geeignet gewablte gescblossene Integrationswege bedeuten. 

Herr Hirsch bebandelt (Matbem. Annalen, Bd. 64, S. 202 ff.) die von I332 
mir in den oben erwabnten Arbeiten aufgestellten Belationen (Perioden- 
relationen), nacbdem er (Matbem. Annalen, Bd. 52, S. 130ff.) den Fall n = l 
vorweggenommen , indem er 1) mit Benutzung der erwabnten Schlesingee- 
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schen Arbeit diese Eelationen in der von mir gegebenen Form ans dem Ver- 
tauscbungssatze herleitet (Mathem. Annalen, Bd. 54, 11. Abscbnitt, S. 249— 
275), und dann 2) eine andere — der ersten algebraisch aquivalente — Form 
dieser Kelationen angiebt, die, in Nachbildung der von Eiemann fur die ana- 
loge Frage der Tbeorie der AsELscben Integrale angewendeten Methode, durch 
(^e Auswertbung eines gewissen Randintegrals erzielt wird (1. c. § 15 — 17, 
S. 276 — 295). TJnter der Voraussetzung, dass die Monodromiegruppe der 
betracbteten Differentialgleichnng eine definite HEEMiTESche Form in sich 
selbst transformirt, liefert dieselbe Metbode der Randintegration eine Un- 
gleicbung fur die realen und imaginaren Bestandtbeile der gedacbten Integrale 
(indem eine aus diesen Integralen gebildete HERMiTEScbe Form sicb als stets 
positiv definit erweist), die der von Riemann fur die Periodicitatsmoduln der 
ABELscben Integrale aufgestellten Ungleicbung analog ist (1. c. § 18, S. 295 — . 
313; § 20, S. 316—322). 

Berlin, 15. Marz 1902. 


ANMERKUNG. 


^.flderungen gegen das Original. 

Es wurde gesetzt: 

S. 364, Zeile 1 v. n. Differentialglekhung statt Diilerentialgloiehungen, 


» 370, 

„ 4 V. -u. den Glcichungen statt Gleichung. 


J> W 7 

„ 3 V. u. statt 


, 371, 

„ 13 V. u. wurde »Wur5!eIn der« vor zu a^, 

iimziigeftigt R. F* 
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Hochansehnliclie Yersammlung! 

Wie die Vertreter vieler tansender Sffentliclier Anstalten unseres Vater- [3 
landes an anderen Orten sind wir heute Her vereint, um den Geburtstag 
unseres allgeliebten und allverebrten Kaisers und Konigs zu feiern. Es kann 
einem Festredner nicbt an Stoff feblen, ura seinen Namen in gebuhrender 
Weise zu verherrlichen. Er darf nur in die Fiille der Heldentbaten binein- 
greifen, durcb welcbe im letzten Decennium unser Konig in drei aufeinander- 
folgenden gewaltigen Stufen zum Scbopfer unseres neuen deutscben Vater- 
landes geworden, um durch schlichte Darstellung derselben obne idealisirende 
Zutbaten jedes deutscbe Gemiitb zur innigsten Dankbarkeit gegen unsem 
Herrscher zu erwarmen und zu erheben. Er darf nur auf die organisatorische 
Kraft binweisen, mit welcber unser Kaiser der neuen Scbopfung durcb weise 
Gesetze einen stabilen Zustand zu verscbaffen bemiibt ist, auf die etbiscbe 
Energie, welcbe von ibm ausgebend die widerstrebendsten Elemente in das 
allgemeine Bewusstsein der grossen Aufgaben unseres Vateiiandes zu einigen [4 
tracbtet, um die ebrerbietigste Bewun derung vor dem Manne bervorzurufen, 
der an Weisbeit ein Greis, als beldemniitbiger Kampfer gegen den ausseren 
und inneren Feind deutscben Wesens ein Jungliug dastebt. 

Allein die grossen Tbaten unseres Konigs sprecben nocb zu laut in 
unserem Herzen, als dass sie durcb Worte ibren adaquaten Ausdruck finden 
konnten. Gegenuber aber einem solcben Herrscheiieben, wie das unseres 
Konigs, gegeniiber solcb treuer Pflicbterfiillung in den ibm von der Vor- 
sebung aufeiiegten Aufgaben, werden wir an einem solcben Tage mit un- 
widersteblicber Gewalt an unsere eigenen Pflicbten gemabnt, wir werden auf- 
gefordert, uns unserer Aufgaben bewusst zu werden, dabin zu streben, durcb 

FticIis, raathera. Werke. III. " 48 
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gewissenhafte Erfiillung dexselben uns unseres koniglichen Vorbildes und un- 
serer Gemeinsamkeit mit dem grossen Vaterlande wiirdig zu machen. Unsere 
Aufgabe ist die Pflege der Wissenschaft, und nicbts ist geeigneter wissen- 
scbaftlicben Mannern ihren Beruf zum voUen Bewusstsein zu bringen als die 
Voxfuhrung dessen, was dem menscHicben Geiste duxch beharxliche Ausdauer 
bexeits gelungen. 

Es sei mix dabex gestattet, einen kleinen Abschnitt aus dem Bucbe dex- 
jenigen Wissenscbaft vox Ibnen aufzuxollen, welcbe scbon oft cine kdniglicbe 
genannt woxden, und die gewiss vox alien andexen geeignet ist unset Gemiitb 
zu exbeben und die Expansivkxaft unsexes Geistes anzuregen, icb meine dex 
s] Astxonomie. Dex Abscbnitt bandelt von den neuesten Bestrebungen der 
Gelebrten, den xenitenten Mitgliedem des Weltgebaudes, welehe mit unsexem 
Sonnensysteme in nabere Bexiibrung kommen, den Coineten und Sternsclmuppen, 
Gesetze zu geben. ’ 

Die Untexsucbungen iibex diese Himmelsexscheinungen habon niimlich im 
letzten Decennium einen erneuten Aufscbwung erbalten, wc'bdjcn man be- 
sondexs dex Entdeckung des italienischen Astronomen Schi.vi'arklm vom Zu- 
sammenhange dex^ Sternschnuppen und Cometen und der weitreicliembm Ent- 
deckung dex lieidelbexger Natuxfoxscber Bunsen und KiiuairifjFF vm-dankt, 
duxch welcbe eine neue Wissenschaft, die Pliysik des Ilimnuds, gc-riindet 
woxden. In der allexneuesten Zeit hat der als pbysi.sclier Astrunom riihmlicbst 
■ bekannte Leipziger Professor Zollner durclt sein Aufseheu errc^gendes Werk- 
»tJbex die Natux dex Cometen, Beitrage zux Geschichte und TlumnV .ier Kr^ 
kenntmss« die Exage iibex den Urspxung und die Natur der <'nvi-lhnt(*n Himmels- 
exscheinungen so zu sagen zu einer bxennenden gemaebt. 

^Man,hat es nicht nothig, um in weiteren gebibbitcu Jviaaseu das Intcresse 
an diesen Untersuchungen wach zu xufen, zu dem prolilematisclum Mittel zu 
gxeifen, welches in dem Hinweise gegeben ist, dass auch in diescm so wi(. in 
den ubxigen Untexsucbungen der Astxonomie eine Befriedigung des geistigcn 
Beduxfnxsses nacb dem Erkennen und Begi-eifen der Natur zu linden 'ist. leb 
nenne dieses Mittel ein problematisches. Denn wenn all(u-di«gs fiir das 
6] wissenschaftbcbe Bewusstsein das Erkennen stets das allein 'Begebrens- 
wexthe wax und bleiben wixd, so ist dasselbe flir die grdssere Mengc dor 
e 1 e en nur ein Motiv, in welches sie sicb dem wissenschaftliclmn Be- 



BEDE AM KONIGSGEBUETSTAG 1873. 


379 


wusstsein zu Gefallen MneinzwangeD. muss. Die GescMcMe der Astrouomie 
zeigt dieses auf jedem ihrer Blatter. Da diese Wissenschaft die Herrscliaft 
des menscliliclien Geistes bis in die fernsten Weltraume getragen, so batte 
man erwarten soUen, dass ihre Besultate, welcbe den bocbsten Triumph der 
Intelligenz iiber die Natur darstellen, in das allgemeine Bewusstsein einge- 
drungen seien. Keinesweges. Es hat auch nicht einmal geholfen, dass das 
theoretische Interesse durch die materielle Theilnahme unterstiitzt wurde fur 
die Sonne, die uns Licht und Warme spendet nnd unsere Tages- und Jahres- 
zeiten regulirt, fur den Stefnenhimmel, welcher dem Schiffer als Leitstem 
auf der Meeresflache dient. Es hat nichts geholfen, dass die Lehre des 
Kopebnikus zum Dogma der gebildeten Welt geworden, dass die Kepleb- 
schen Gesetze und das Gravitationsgesetz wenigstens zu einer Zeit des Lebens 
jedem gebildeten Menschen zu Gemiith gefiihrt werden. Als wohnten zwol 
Seelen im Menschen, deren jede ihrer Wege geht, die eine nimmt diese Lehren 
auf, die andere aber verharrt in der Vorstellung vergangener Jahrtausende, 
welche in unserer Erde den Mittelpunkt der Welt und im Menschen das 
Centrum dieses Centrums erblickt. 

Kraftiger, materieller miissen die Einwirkungen sein, welche ein wirk- [7 
liches Interesse an der Astronomie in weiteren Kreisen wachrufen soUen. 
Diese erhabene Wissenschaft muss erst Materie werden, sie muss das Menschen- 
geschlecht aus seiner Gleichgiiltigkeit dadurch wecken, dass sie eine enge 
Wechselseitigkeit zwischen den’ iibrigen Himmelskorpem und unserer Erde 
nachweist, eine Wechselseitigkeit, die bis zur materiellen Beruhrung reicht. 
Das hat die Astronomie der letzten Jahrzehnte gethan, und ein bedeutendes 
Beispiel hierzu bietet uns die neueste Lehre der Cometen und Stemschnuppen. 
Diese modernen Lehren, an sich der lautersten Theorie angehorig, haben uns 
die Himmelskorper naher geriickt, nicht wie die Eernrohre nur optisch, son- 
dern in machtigen materiellen Impulsen. Sie werden, was so viele Jahr- 
hunderte nicht vermochten, erreichen, das Interesse des ganzen Menschen- 
geschlechts an der Astronomie. 

Dass aber die Natur keine Spriinge macht, dass dieser IJmschwung nur 
langsam vor sich geht, das haben wir — nicht zu unserem sonderHchen 
Stolze — haufig Gelegenheit wahrzunehmen. Man sieht heutzutage z. B. die 
Cometen nicht mehr als unheilverkiindigende feurige Buthen an, aber die 

48 * 
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Furcht vor diesen Hjmmelskorpem ist keine geringere geworden, seitdem maa 
von den Astronomen vemommen, dtws Cometen auch /.nweilen die Ijaune 

8] hatten, mit der Erde handgreiflich zu warden. J'-in dieser Co- 

metenfurcht ist uns nock in frischer Erinncnmg aiw d<‘iM Sommer vorigen 
Jahres, wo fiir den Monat August ein solciies llcn<H>iiti*e uugcki'mdigt wax. 

Der Schrecken eines solchen Zusammentretfeiifl liort sofort auf, wenn 
man weiss, dass mindestens mehrercmale eines jeden Jahr(?8, iiiclit bloss un- 
seres Lebens, nicbt bloss des Lebens unseres Mensrhengeschiechtus, sondem 
des Lebens der Erde dieselbe gewissermasscn titfl-eh solrhe ( 'omctinumgeheuer 
hindurchgewandert und jetzt noch immer binduwdiwiimiert. I hid das geschieht 
nicht, ohne dass wir es merken. Wir kdnnen es vielmcdir an dem friedlichon 
Schauspiele der Sternsclmuppen mit unseren Augen sehen. In der 'I’lnit lehrt 
ScHiArAKELU — ixiid allo Thatsachen K]>re<dien daliir, alie Cielelirten stimmen 
ihm bei — , dass woim es hier auf Krden Sternsclmuiipen gield, wir auf der 
Wanderung durch einen losgetrennten Theil eim-H Cometen i>egrifien sind. 

Die ausscre Erscheinung eines Cometen, wie man ilin mit unhewatFuetem 
Auge wahrnimmt, ist Jedem von uns erinnerlieh. Man erbli«-kt am Himmel 
in sternartiger Gestalt uinen sogtmannten Kern, an welrlien sieh ein fast 
immer von d(T Sonne abgewendeter Sehweif von miHserordentlieh grosser 
Lange anschliesst. Lai‘LA{'K in neinem beriihniten \S erke iiber das Welt- 
gebaude weist natdi, dass die Cometen in nnserem Sti!inensy-.tejiie uls Kremd- 
linge angeselicn weialou mussen. Sie sind gewisserma'<'^eii liuten, widelie von 

9 ] einem Soimensystimi zum anderen wandern. Geriith ein '.olrher Comet z. B. 
in das Iteic.li rmserer Sonne, so win! es nielit gleirliuuitii.' '■•■in, ob er iriit 
grosserer oder geringi'rer Hast sidne F.inlahrt gelmiteii. IN '•iini hestimmte 
Gesetz.e vorlianden, dio'en System .Mt*ehauik genaiint wild, ami «lie*.e schrcibiin 
folgendes vor: Fillirt der Comet langsam ein, so hat er im Kib hi' sieh uIh 
B urger niederzulassen und wie die I’laneten in einer ge»(ehloH-^eiien B;dm, 
namliclx einer Ellipse ura die Sonne zu kridsen. Fiihrt er mit gru''Si*r Hast 
ein, so ist er im Reieh nicht zu dulden, es ist ihm Gelmehr iiiiigs eines 
parabolischen oder liyjierboliseheu Zweiges seim* Marsehntfe in die imenness- 
liche Feime anzmveiscu, wenn nicht ein Planetenbiirger, in (lessen Niihe die 
Marschrute voriiberlauft, sieh seiner annehmen imd ihn so zu sieh heran- 
ziehen sollte, dass er durch seinen Schutz erst das Hiirgerreeht im .Soiinen- 
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reiche erwirbt. Es wird ihm dann wiederum eine Ellipse zrugewiesen, langs 
deren er sich. nach den Gesetzen. des Eeiches um die Sonne herumtummeln 
kann. 

Zuweilen aber wird einem Cometen nur vorlaufig das Biirgerrecbt ertbeilt, 
nm ihm alsbald wieder genommen zu werden. So begiinstigte im Jahre 1765 
der Jupiter einen in das Sonnenreich in seiner nacbsten Nabe einpassirenden 
Cometen derart, dass ihm innerbalb des Eeiches eine Ellipse mit 5|jabriger 
Umlaufszeit verbrieft wurde. Als er aber, wie er musste, im Jabre 1776 nacb 
zweimaligem Umlaufe wieder in dieselbe Nabe des Jupiters gelangte, braebte 
ibn dieser macbtige Planet auf einen paraboliscben Ast, auf welcbem er das [lo 
Sonnensystem verlassen musste, um uns seitdem nicbt wieder sicbtbar zu 
werden. 

Die Cometen, welcbe sicb eingebiirgert, beissen periodiscbe, da sie immer 
wieder nacb Verlauf desselben Zeitraumes, namlicb desjenigen, den sie zum 
Durcblaufen ibrer elliptiscben Babn notbig baben, der Sonne nabe genug 
kommen, um die zu ibrer Sicbtbarkeit notbige Beleucbtung zu erbalten. Die 
anderen Cometen sind nur einmal sicbtbar. 

Scbon Kepler bescbaftigte sicb mit der Frage nacb der Natur der Co- 
meten. Seine Beantwortung derselben, so wie diejenige Newtons konnten, 
dem derzeitigen Standpunkte der Pbysik entsprecbend, genugen, alles zu 
erklaren, was man bis dabin an den Cometen wabrgenommen batte. 

Wabrend man sicb nun seit den Zeiten Newtons nacb dem Vorgange 
von Halley sorgfaltig mit der Bestimmung der Babn der verscbiedenen Co- 
meten befasste, blieb die Erage nacb ibrer pbysiscben Bescbaffenbeit ein 
ganzes Jabrbundert fast unberiibrt. Den ersten Anstoss zur Eiickkebr zu 
derselben zu geben war Olbers vorbebalten, dessen genaue Beobacbtungen 
des grossen Cometen von 1811 bis dabin nicbt beacbtete Erscbeinungen an 
diesen Himmelskorpern kennen lehrten. Er beobacbtete namlicb, dass der 
Scbweif nicbt von dem binteren, d. b. dem von der Sonne abgewendeten 
Tbeile des Cometen ausging, sondern, dass er von der vorderen, d. b. der 
Sonne zugewendeten Seite des Kopfes ausgebend sicb zu beiden Seiten des- 
selben umbog und nacb rilckwarts sicb in’s Unermesslicbe verlangerte, etwa [n 
so wie ein iippiges Haar vom Scbeitel nacb abwarts fallt. Olbers bemerkt, 
man konne sicb diese Erscbeinung nur erklaren, wenn man annimmt, dass von 
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dem Cometen in Folgo ciner ihm eigenthuuilichcn AlnKw^inigskraff riuf seine 
eigene Materie die inncren Theile desselben iiwh der Soum* z.i ge.Hchleudert 
werden. Diese wiirden sich fortbewegen, wenn nicht (lie S.diitc ihrerseits 
ebenfalls cine Abstossungskraft ausubtc, diese uber xniiigl sii- znr IJinkelir. 
Beide Abstossungen treiben sic nacli hinten, wo sic «Ien Sehwt-if biliien. 

Bin woiterer Bortscliritt wurde angebahnt dundi welt lier die toe 

Olbeks gemachten Wahrnehmungen an dein HAU.EYschen C’ometcn wieder- 
bolte und neue Erscheinungeu an cleinselben entlnilUe. F.r hvV/A tUe llesnltate 
seiner Studien in mdsterhafter Weise atiaeinander in einer heriihiaten Ab- 
handlung in den AstronemiHelien Xaehrichteii des .fsdires I KUi. Kr beob- 
achtete niimlich an der vordereu .Seite des HAt.i.KVsi-hen Cmniieii wirklich die 
Ausstromung von lachtniaferie utis dem Kouf uurli der .Somjr bin, imd die Um- 
kehr diescr Muterii? vun (‘iner gewisseii Stelle aiin znr Bildnng des Sjdiweifes. 
Die (Jinkebrstelle rnusste da Ntutttiiidfn, w«i die \b»tii‘tHuiig der Nojuie gegen 
die ausstxfimende {'ometenmaterie die dir ^!iltl•rir uus dim Kern lieraus- 
treibende Kraft, oder wie nmn aiieh sagrn kuiinlr. dir AlistosHnngskruft deg 
Cometen iila'rwog. 

la] Kh war liiermit durdi unzweifriliajtr Brubarfitnnyrji /wrjrrlri ctmutatirt, 
crstlieli dm* treilinidj* Kraft, dir iiirm Sit/, im « umrlrii tial , «umI die Ma- 
tcric nach der Smuie liin fadiieudi He, /v^ntruH ■ ur ib jiuhiv Ivi ,itl der S(nme, 
wclclic dit'se Materie zuriiekstieHN. 

DicKt: d'liafHaeliejl silld liieli! weg/iilei|r|i) ii , tilri < iir- ( Hiiirfi'iillit'urie, 
wdch(J tkaiKelbeii nielil itridiituiig tiiigt. i''f .al- H' tjjib", /i. I<rtr.i,< hteii, In 
wolclua' Weis(^ die Aiilialierting an die .''uiur mt lin ''t it« ■ i? idltiniig dn- 
wirken kann, zeigt der (‘ome! vnn di-r ui "ruji-i .'.ti u ''njiiienniilu-, 

in zvvd 'fugeii eiiieii Seliweii vim r.' MiIIimiu ii nm .ijii); ,! In it Mt ilrii Liiuge 
bildete. 15 ks.si;j, bereehnete aus drr liriinM* lirj ua sjiiike dt;r 

constatirten alwtosseuden Kraft, iiidem rr mii li' i \ m lU- i /inii,: .ur*;:iiir. 
dicselbe .sicb im umgekelirteii (jnudrat^rriiultnii*. lict !M»tt< uiuui; i riklriuertr, 
Paj’I': wiederliolte dieselhe Uei ltnuiig an «lem un'< ail. n i.. kaiiu!. i, hrniieheu 
Cometen von ISaS. 

iSdt Bkshi-:!, Kind nidit UIukh zuhireirbe (‘omeii'u • ntdi . kt uiiti liur i'.idm»ii 
bestimmt worden, Hoadeni viele BeobaebU-r iiahrn dn I n-* ie nmii!.'* n rin/elm-r 
Cometen mudi ib*iu Vorgange von ULa».K.H und Ib.-.Mi Huigf.iltiii uj»}er!.iielit, 
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andere haben durcb die Spectralanalyse die materielle Bescbaffenheit derselben 
zu ermittebi sicb beraiibt, tind wieder andere baben-mebr oder minder gluck- 
licbe Hypotbesen iiber die Entstebung der Cometen, insbesondere ibrer [13 
ratbselbaften Scbweife aufgestellt. 

Es ist ein bocbst interessantes Tbema, die Gescbicbte dieser Hypotbesen 
zu verfolgen und sie der Reibe nacb zu kritisiren. Allein dasselbe wiicde 
mich bier zu weit fubren. Eine jedocb kann icb bier nicbt unerwabnt lassen, 
weil dieselbe gewissermassen zu dem oben erwabnten Werke Zollners Ver- 
anlassung gegelen, icb meine die des sonst bocbverdienten engliscben Natur- 
forscbers Tyndall. Er siebt namlicb Kem und Scbweif eines Cometen als 
cbemiscbe Niederscblage eines undurcbsicbtigen Gases langs der Sonnenstrablen 
an. Indem Zollner iii scbarfsinniger Weise die Griinde Tyndalls analysirt, 
weist er ibm nacb, dass er vier neue Hypotbesen macben miisse, run die 
eine ausgesprocbene zu balten. Aber selbst wenn man Tyndall alles zugabe, 
so mlxsste man seine Cometentbeorie dennocb verwerfen, da sie insofern einen 
entscbiedenen Riickscbritt in die Zeiten vor Olbers tbut, als sie die seitdem 
an den Cometen beobacbteten 'Wabrnebmungen, namentlicb die iiber die 
Licbtausstromung ganz ignorirt. — 

Am meisten Beacbtung verdient die Cometen -Tbeorie von Zollner. Er 
kniipft an die beiden von Olbers und Bessel constatirten Tbatsacben, dass 
die Cometenmaterie sowobl vom Cometen als von der Sonne abgestossen wird, 
und dass bierin die Ursacbe zur Scbweifbildung liege, an und sucbt dieselben 
zu erklaren. Scbon Olbers sagte, er wisse zwar nicbt, wober diese Ab- [14 
stossungen kamen, allein er fande nichts Unnaturlicbes darin, wenn jemand 
sie far elektriscber Natur hielte, da wir ja die Kraft der Elektricitat in un- 
serer feuchten stets leitenden Atmosphare so grosse Wirkungen ausuben sahen. 

Diesen Gedanken fiihrt Zollner aus. Er stellt sicb vor, ein Comet sei 
eine flilssige Masse. Als solcbe muss sie sicb erbalten, so lange sie im weiten 
Weltraume fernab von irgend einer der warmenden Sonnen wandert. Denn 
so lange bat sie es sebr kalt, namlicb wie Pouillet berecbnet bat, 142 ° unter 
dem Gefrierpunkte des Wassers. Nabert sie sicb auf ibrer Reise einer Soime, 
z. B. der unsrigen, so beginnt auf dem vorderen Tbeile die Verdampfang. 
Diese wird um so energiscber, je naher der Comet der Sonne kommt, am 
starksten in der grossten Nabe. Es stromt also Cometenmaterie in Dampf- 
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form nach der Sonne hin. Das erklait die erste von Olbees und Bessel 
constatirte Thatsache der Abstossung des Cometen auf seine eigene Materie 
in sehr einfacher Weise. Danach hat man zur Erklarung dieser Erscheinung 
keine nene geheimnissvolle Kraft zu erfinden, man kommt vielmehr mit der 
banalen Erscheinung der Verdampfung einer Fliissigkeit aus, wie wir sie auch 
auf Erden wahrnehmen. Wie kommt es aber, dass die Verdampfung in so 
energischer Weise vor sich geht? Der Umstand allein, dass z. B. dor IIalley- 

15] sche Comet in seiner Sonnennahe von der Sonne nur lialb soweit abstcht 
als die Erde vermag dieselbe doch nicht vollstandig zu erkHirtm? Doch diose 
Schwierigkeit lasst sich nach der ZbLLNBBschen Tlieorie b(‘seitigen. Es ist 
namlich ein Gesetz der Warmelehre, dass die Verdampfung (dn(>r Miissigkeit 
bei bestimmter Temperatur so lange fortdauert, bis du* S])annkraft <h‘r iiber 
der Fliissigkeit lagernden Diimpfe eino gewisse festg{‘setzte (hviizv en-eicht. 
Ist die fliissige Masse iniichtig, so zieht sie den entwic-kelten Dampf kriiftig 
an, driickt ihn zusammen, vergi’ossert seine Spannkrafi, die Verdampfung hiht 
bald auf. Ist sie gering, so kann die Verdampfung bis zur vollstiindigen 
Umwandlung in Dampfform fortgehen — wie es in der 'Fhat lad den kleinen 
Cometen der Fall ist. 

Z()LLNEB sagt weiter, bei d<*r kraftig«‘n Dam]>feiif\viekelung werde die 
Fliissiglceit miichtig durcludnander g(*selu"ittelt und zerris,seii, umi datiure.h 
werde der Dampf elektriscdi — man liat in (ii‘r Tluit in der .Nithe ■/.er.’^tiiu- 
bender Wasscrtlieilchen, z. B. in der Nahe vun WussernUlen, Klektrieitilt sic.h 
entwickeln gescdmn. Andercu'seits weisen die elektrisehen tind magnetiwlieu 
Einfliisse der Soimenatmosplian* darauf bin, dass die letztere clcktriseh sei — 
ist ja doch auch nnserti Atmospliiire elektriseli. Nun durf man nur neeh 
annehmen, dass SunuemdektrieitiU und Coinetenelektrieiliif gleidiurf ig sind, 
urn die zweite von Oi.ukrs und Besshi, constatirte* 'rhatsaeln*, dass die ('ouieten- 

16] materie von der Sonne abgt-stossen wt'rde, zu erklilren. Hs kampfen bier 
zwei Krafte, die Massenanziebung der Sonne und di(* eli*ktrisehe .A listosHungH- 
kraft. ZoLLNER zeigt durch llecbnung, dass in deni Jvampfe dieser Kriifte die 
letztere die Oberhand bebiilt, wenn deren Spielball ein kleiner Kurper ist. 
In der That hat man es aber mit kleinen Dampf korpereben zu fbuii. Duller 
treibt sie die Abstossungskraft zuriick und zwar so kriiftig, duss sie — w(*nn 
die Elektricitat der Sonnenatmospbare an Starke nur der unserer Krde gleicb 
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kame — ia zwei Tagen sckoa 70,540,000 geogr. Meilen. aacli kinten zuxiickr- 
legea milssten nad so dea Sckweif aiit der immeasea Gesckwiadigkeit bildea, 
wie aiaa es wabrgeaomaiea. 

Diess ia der Haaptsacbe die ZQLLNEEscbe Tbeorie. Ick muss es mir ver- 
sagea, bier die Scbwierigkeitea, welcbe sie, besoaders der bald zu besprecbeadea 
ScHiAPABELLiscbea Lebre voa dea Sterascbauppea gegeaiiber, aocb bestebea 
lasst, zu beriibrea, da icb scboa zu laage Ibre Geduld durcb Hypotbesea auf 
die Probe gestellt. Es ist Zeit, dass wir zu lebeadigea Tbatsacbea iibergebea, 

Uater dea Maaaera, welcbe sicb mit dea Sterascbauppea bescbaftigt, 
babea wobl eiaige, wie Coulyier-Gbayieb, Bruck, EIesselmeyer and aadere, 
die Aasicbt Yertbeidigt, dass die Sterascbauppea ibrea Urspruag ia uaserer 
Erde oder ia der Atmospbare derselbea battea. Alleia ibre Griiade warea 
zu leicbt zu widerlegea. Es ist vielmebr die Aasicbt durcb alle Tbatsacbea 
erbartet uad zum Gemeiagut aller Gelebrtea gewordea, dass jede Stem- [17 
scbauppe eia verbaltaissmassig kleiaer Korper sei, welcber ebeaso wie seiae 
gewaltigea Himmelsgeaossea, dem GraYitatioasgesetze geborcbend, eiae Baba 
urn die Soaae bescbreibt, uad auf seiaer Waaderuag das Uagluck bat, der 
Erde so aabe zu kommea, dass sie iba mit uawidersteblicber Gewalt zu sicb 
beraaziebt. Hatte die Erde keiae Luftbiille, so wiirde der Korper, weaa 
seiae Beweguag ia einer Verticalea erfolgte, mit gewaltiger Gescbwiadigkeit 
auf die Erde stiirzea. — Er tritt aamlicb aach dea Beobacbtuagea scboa mit 
eiaer Gescbwiadigkeit in" die Atmospbare der Erde eia, welcbe im Durcb- 
scbaitt der aadertbalbfacben Gescbwiadigkeit der Erde bei ibrem Umlaufe 
am die Soaae gleicbkommt. Er wiirde also an sicb scboa ia jeder Secuade 
circa 6 oder ia jeder Miaute 360 geogr. Meilea zuriicklegen. Diese Ge- 
scbwiadigkeit wild aber aocb vergrossert durcb die Aaziehuagskraft der Erde, 
welcbe ja aucb die Gescbwiadigkeit jedes freifalleadea Korpers Yergrossert. 
Wie macbtig ware also der Aaprall einer Sterascbnuppe, wean sie auf uasere 
Erde fiele! Nun bat zwar Alexander Herschel die Steraschauppeakorper- 
cbea gewogea — icb meiae aicbt mit einer wirklicben W^agscbale, dean wie 
batte er des zu Wagendea babbaffc werden sollea, soadern durcb eiae Reibe 
aus der mecbaaiscbea Warmelebre eatlebater Scbliisse * — uad fur die meistea 
dieser Korpercbea das Gewicbt voa etwa \ bis 1 Granim erbaltea. Die Starke 
des Anpralls wird jedocb durcb die sogenanate lebeadige Kkaft, d. b. durcb [is 

pTiclis, matliem. Worko. lU. 
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das Product aus der Masse und dem Quadrat der Geschwindigkeit gemessen 
Es wurde deshalb der Anprall doch so machtig sein, als der einer Kugel 
von Tiber 3 bis liber 9 Pfd. Gewicbt, welche mit einer Gescliwindigkeit von 
2000 Fuss in der Secunde abgeschossen wurde. Erwagt man, dass in manchen 
Nachten die Zahl der Stemschnuppen so gross ist, dass sie wie .Scdineeflocken 
herabstiirzen, dass z. B. nach einer Schatzung von An ago am 12. November 
1833 an seinem Beobachtungsorte wenigstens 240,000 fielen, so kbnnte uns 
Tm alles auf der Erde Lebende bange werden, %venn man nicbt durch tausend- 
jabrige Erfahrung vpiisste, dass die Stemschnuppen stets friedlich versfthwunden 
sind, ohne Schaden angerichtet zu haben. Aber erst die Leliren der Physik 
neueren Datums geben liber die Grlinde der Unschadlichkeit der Meteore 
Aufschluss. Aus denselben folgt, dass wenn ein sich bewT^gcmdtu K<Sri)er eine 
Beibung oder. den Widerstand eines Mittels zu crleiden }»at, seim; lebcndige 
Kraft sich m Warme umsetzt. Der Stemschnuppenkdrja^r tritt in die Atmo- 
sphare ein. Zwar sind an der Eintrittsstelle die Luftschiehten s.-hr diinn da 
aber der Widerstand mit der Geschwindigkeit dea anrfmnenden Kdrpers in 
einem betrachtlichen Verhaltnisse wachst, so wird in nocdi hedeutender Holie 
von der Erde, im Mittel in einer Hohe von 12 deutschen Meih-n, <lie lebendige 
19] Kraft des Meteors ganz in Warme umgesetzt aein. Diese ^\*arme reicht 
hm, so Heine Korper weissgllihend zu machen und sie zu verliuehtigen ^ «o 
dient also die Atmosphare der Erde als Panzer gegen die hirumliselu.n Ge- 
schosse, welche sie verzehrt, ehe sic ihre Reise bis ztu- Krd(‘ volh-neJet. 

Gleichzeitig erkennen wir hieraus noch etwas Andcues. Wir sagten vor 
hm, die Stemschnuppe beschreibe im Weltraume eine IMm run dh* Sonne 
Sie wu:d nun zwar von dieser beschienen, und mlisste t.tts so g.Tt wi*- <Iie 
Planeten sichtbar sein auf ihrer Reise im Weltraume. Alhdn sie ist /u klein 
sie erhalt also auf^ ihrer Oberflache zu wenig Licht, urn uns so vied zuzu- 

Se^T’bt” dass sie Tins' niTsichtbar 

bleibt, bis le in unserer Atmosphare weissgluhend geworden, wtts <.twa im 

Dimchschnitt in einer von Hohe 15| deutschen Meilen von d(‘r Erde geschieht 

und uns wieder entschwindet, wenn sie sich entweder aufgezelirt oiler 'wenn 

- ent- 

Begreifliohexweise hoffe. die mtarfo^cher, daee diese Erschetongen nicM 
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wenig zur Aufklarimg der schwierigea Frage fiber die Hobe unserer Atmo- 
spbare beitragen werden. 

Ich babe scbon angeffibrt, dass iu mancben Nacbten des Jabres die 
Stemscbnuppeu ia ausseroidentlicb grosser Zabl auftretea. Von diesen sind 
scbon lange am meisten bervorgetreten die Nacbt vom 1 0. August und die 
Nacbte vom 12. und 13. November. Im Jabre 1833 beobacbteten einige [20 
amerikaniscbe Astronomen, dass die feurigen Linien, vpelcbe die einzebien 
Stemscbnuppen des Novemberscbwarmes bescbrieben, alle nacb ein und dem- 
selben Punkte des HimmelsgewSlbes, namlicb nacb einem genau bestimmbaren 
Punkte des Stembildes des Lowen binwiesen. Sie nannten diesen Punkt den 
Padiationspunkt. Professor Olmsted erkannte sofort in dieser Erscbeinung 
einen wicbtigen Scblfissel zur Losung d.es Patbsels'der Stemscbnuppen. 

Weitere Beobacbtungen ergaben, dass aucb der Augustscbwarm mnen 
solcben Padiationspunkt am Simmel babe, und zwar im Stembilde des Per- 
seus. Von nun ab gab es erst so zu sagen einen Leitstern, die in den ver- 
scbiedenen Nacbten des Jabres sicb zeigenden Stemscbnuppen zu gruppiren. 
Jede solche Gruppe bat einen solcben berrscbenden Mittelpunkt, einen Pa- 
diationspunkt. Durcb die Bemfibungen fleissiger Beobacbter, namentlicb des 
Professors Heis zu Mfinster, Julius Schmidt in Atben und des engHscben Ge- 
lebrten Grey bat man jetzt nabezu bundert solcber Gruppen formirt und 
ibre Padiationspunkte am Himmel bestimmt. 

So lange menscblicbe Augen den Sternenbimmel bewundem, erregten die 
Stemscbnuppen ibre Aufmerksamlceit. Wie konnte es kominen, dass obgleicb 
seit den Zeiten Galileis das bewaflfnete Auge selbst nacb den entfemtesten 
Nebelflecken ausscbaute, eine Tbatsacbe wie die der Padiation der Glieder 
eines Stemscbnuppenscbwarms nacb einem bestimmten Himmelspunkte bis in 
die dreissiger Jabre unseres Jabrbunderts dem Scbarfblicke der Astronomen [21 
entging? Nun die Antwort bierauf ist leider sebr leicbt. Es gait nocb bis 
vor gar nicht danger Zeit nicbt fur guten Ton, nicbt eines wissenscbaftlicben 
Mannes wfirdig, mit solcben Proletariem unter den Himmelserscbeinungen, 
wie die Stemscbnuppen es sind, sicb zu bescbaftigen. In solcben Gestand- 
nissen der Gescbicbte der Wissenscbaft liegt wabrlicb das beilsamstd Gegen- 
gift gegen den die Wissenscbaft nicbt seiten gefabrdenden Gelebrtendfinkel. 

Da icb micb bier auf das Notbdfirfdgste bescbranken muss, so wollen 

49* 


QQO 

HEDE AM KdmOiOBEUBnTAQ 1873. 

TO bei den boiden wichtSgsten Schwarmon, dem AnKu»i«,hwnrm u„d k 

sler : -ig-Entfemung ~en.„.a„fe„t“^ 

es jedemit m emer langeren Baumallee wahmehmen kan» m. xv 

die emzelnen StemschmiBDpn q i * welehe 

»-u oicmscixnuppen ernes. bchwannes beachreiben mna «« «..•* 

r r ™ 

mid nnr die perspeoaTOche T" I'mallel, 

»] eonyergiien. Jede del fenri^n ^ “'“‘''“■"'““P'mldo 

scbnnppelypeyebln: 

Weg im Weltraume nicht verriir,..lf J>a«s<‘Ibe geht al«(, Hcinen 

Kbrperchen fliegt in parallelon R 1 ’ «»«*btiger Kchwunu solcher 

T. ^ P^altelen Bahnen nebeneiaander her. 

6ine ixeue Phase trat die Lehre tbh i 

bemhmte Abhandlung fiber die Stemschnuppen von FmTnx 

mischen Nacbrichten des Jahres 1839 Vim Astrono- . 

von dem Wesentlichen derselben zu verscbaffen ‘ Voratellung 

stimmungen der Meteorenbahnen namentlieh Be- 

Hfilfe nehmen. ’ ^ ‘‘^enui'AiiEu,i mit %vl 

Der Augustschwarm fliegt mit gi-Ssserer odor ..erin^erer i 
August jedes Jahres fiber unsere Kbpfe hinwe^’ n iV 
gheder, oder wie man auch sagen kann die R I ^ "i 

dahin ermittelt worden, dass sie eine -PIT ’ / ‘Sfhwanns ist mm 

to Erdbahn um einen etarken WinkoirramlM.'tl'V'^^ 

fang 1st ausserordentlich viel erdsser nl i i btneigt wt. I hr Uiu- 

ntoboh von der Sonne eTnen 

Eide von der Sonne, mid braucrioTjal 

Wic thun nuninehr gut wenn wir f ®toen CTmbuif zu vollenden. 

ii»cber Kunetler eile Muter ’dem 

400 Meilen in der Minute machen und • 1 allordings eehon 

=3] schnuppe mit machtiger Frte Me ^eH «'™- 

Babustrecken nacb, so warden wir wenn der m"’i zuriickgolegtcn 

Raise angetreten, je« einen gewalti^en eUiprch^E' "" ™ 

S ®“R*“'=benEmgvouinSehtigerBreit0 
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am Himmel sehen, imd das ware die Balm des Augustschwarmes. Jedesmal 
am 10. August passirt die Erde dieselbe Stelle dieses farbigen Binges; der 
Scbwarm, den sie in diesem Jabre daselbst getroffen, ist iibers Jahr weit im 
farbigen Binge fortgeeilt, und dock findet die Erde an derselben Stelle den 
Baum nicbt leer, ein neuer Scbwarm, welchem derselbe farbige Bing als Bahn 
angebort, scbiesst auf sie los. Da dieses ein Jabr urns andere so fortgebt, so 
scbliesst man daraus, dass der farbige Bing in seiner ganzen Ausdebnung von 
eilenden Stemscbnuppen erfiillt ist. Der ficfive Bing ist ein wirklicber ge- 
worden, mit Materie erfullt. Dieser Bing ware das ganze Jabr bindurcb am 
Himmel zu seben, wenn das ibm von der Sonne geliebene Licbt nicbt zu 
scbwacb ware. Nur in der Nacbt des 10. August, wo wir ibn passiren, wird 
ein Tbeil desselben in der oben angegebenen Weise durcb unsere Atmospbare 
in leucbtende Stemscbnuppen verwandelt. Von seiner Dicke kann man sicb 
eine Vorstellung daraus macben, dass die Erde, welcbe in einer Secunde 
4 Meilen weit fliegt, voile 6 Stunden braucbt, um ibn zu passiren. Es baben 
danacb Ermann und Boguslawski seine Dicke auf 864000 geogr. Meilen be- 
rechnet. 

Die Bahn der Leoniden, oder des Novemberscbwarms, ist ebenfalls [24 
bestimmt worden. Dieselbe ist ebenfalls eine Ellipse, noch gewaltig genug 
an Umfang, aber geringer als der Bing des Augustscbwarmes, es ist namlicb 
nacb Schiaparelli der mittlere Abstand des Novemberscbwarms von der Sonne 
das lO-f-fache des mittleren Abstandes der Erde von der Sonne. Die Ebene 
seiner Bahn schmiegt sich mehr der Erdbabn an, sie bat gegen dieselbe nur 
eine Neigung von 17° 44'. Der Scbwarm durcblauft seine Bahn in 33| Jahren. 
Macbten wir wieder die Fiction, dass diese Bahn mit uns sicbtbarer Farbe 
im Himmelsraume festgebannt ware, so ist dieselbe zwar in einem grossen 
Tbeile mit eilenden Stemscbnuppen erfullt. Denn drei Jabre bintereinander 
trifft die Erde, wenn sie auf ibrer Sonnenreise an derselben Stelle der Babn- 
Ebene des Novemberscbwarmes in den Nacbten des 12. und 13. November 
ankommt, macbtige Meteorscbwarme an. Bei der Wiederkebr nacb 4 Jabren 
aber ist es bis auf einige Nachziigler leer geworden, und erst nacb 33 Jabren, 
wenn der Scbwarm seinen Umlauf vollendet, erneuert sich das Schauspiel. 
Das letzte Mai ging die Erde durcb den Novemberscbwarm bindurcb in den 
Jahren 1866—69, und bot besonders im Jabre 1867 in Nordamerika am 12. 
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und 13. November das Schauspiel ernes StemscImuppenHchauers iu seiner 
ganzen Praeht 33 Jahre Torber, am 12 . November 18 . 13 , {unvunderte und 
25 ] beschneb Arago das Pbanomen und noch 33 Jalire vorher bt‘obacbtf»t 
vemW°^*^ ^ Humboldt und Bonpland den Feuerregen <les 12 . und 13 . 

So wtoo denn also die am Himmel featgomachte Halm dm U-eniden nicht 

Balm fortbewegt, aem musse, mgiebt eid. daraua, da»», ol.Kleich jede* Glied 

Erde torrr , jf ■to^haclmittlich 6 geogr. MeiJ «i,.gt. dl 

aad fi I t «n dmaelb,.,, Sflle Wm.a<dmu,,,„,. di^t 1 

saet liadet. H.er habcn wii al,o .dr. Bingatuck. welcbea ,l,d, i,. 

gen ICllipse in 33*|* Jahren heruinbew<*gt. 

den ™ <1™ .Vnvember durehriehca 

den ammeleraum m unabaehbarcr Znld. Xie »,d.iel„.,. „i,d. ihver gamcn 

Lange naoh ahnlieh wio diese in Balmen die f,,,,, di,. enLder 

auch LUipsen amd und une ebcnfaUa periodiach aiehtbar u.uden, „der in 
Parabein Oder Hypeibeln, in welobem Mle aie der nnend 

lichen Zwoigo diesor Linicn in den Wcteaum verlieren Hi. p. i , ' 

"■"‘‘‘"l" K'l'-'n*' 

Ekhptik gcneigt, so dnse man mit Ihad.t sagen kaiii, das naim. 
Sonnensystm wird von Metcoik<in,ercl.en durobselnvarmt. Ziel.t iLr/'n 
die lhatochen, dass unser ganscs .Sonnensystem siel, i„. W.-llra,.,,. f„rll„.„.e.d 
. ] so musson ™ scbHcssen, dass nirgendsvo in 

vrebnehi- uberall ein luslige, Taaen „,,A P le rrseht, 

iindet. ^ “““"ieller Imlividnen statt- 

^■■'■■7 

me und nZtk^t^Wektr Ursit^^^ 

Nun, die vexschiedenen Tbeile der PrdP « .i Br ^ bntKtehung? 

fernt, die Starke der Anziehung des Mondl emmT 

nngeri smh aber hn nmgekebrten Quadralverhdl.niss dor Entflung. .kln:: 
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zieht der Mond die verscHedenen Theile der Erde veiscHeden stark an. Stekt 
der Mond in unserem Zenitk, so kat ex das Bestreken uns und unsexe Anti- 
poden so weit als mdglick auseinanderzutxeiben. Dass wk nickt auseinander- 
geken, verdanken wir dex an sick xespectakelen Anziehungskraft dex gesammten 
Erdmasse auf ikxe einzelnen Tkeile. Es kampfen Hex zwei Kxafte gegen- 
einander nnd nack den nnexbittlicken Gesetzen dex Mechanik — siegt immex 
die starkere. Aber die staxkexe biisst dabei so viel an Mackt ein, als dex 
untexliegende Theil zux Verfiigung katte, dex Sieger gebietet alsda-n-n nnx 
iibex den tTbexschuss. Diesex tlbexschnss ist zu sckwach, um die txotzige 
Masse des Festlandes anseinanderzutreiben, das nackgiebigexe Wassex folgt [27 
ikx, nnd diesex Folgsamkeit verdanken wir die Exsckeinung dex Ebbe und Flntk. 

Dieselbe Nakixkraft aber, welcke uns Ebbe und Flntk veruxsackt, bringt 
mancken Cometen ins Verdexben, bereitet ikm einen scknellexen oder langsame- 
xen Untergang. Wenn wir von den pkysiscken Besckaffenkeiten der Cometen 
auck ganz abseken, so ist dock allbekannt, dass die Dicktigkeit der in iknen 
angekauften Matexie sekr germg sei, weil sie das Lickt kinter iknen stekendex 
Sterne nickt bloss nickt abkalten, sondern auck wie aus den soxgfaltigen Mes- 
sungen von Bessel und Struve kexvorgekt, nickt einmal — wie es unsexe 
atmospkariscke Luft tkut — bxecken, d. h. von seiner Ricktung ablenken. 
FiiUt man daker zwei gleick grosse Wiixfel mit Luft und Cometenmaterie, so 
entkalt demnack der letztere aussexordentlick viel wenigex Massentkeilcken 
als der erstexe. 

Gelangt also eine so lockere Masse, wie ein Comet es ist, auf seiner Reise 
im Weltxaum in die Anziekungsspkare der Sonne, so wird alsbald duxck die 
Versckiedenkeit der Anziekung derselben auf die versckieden entfemten Tkeile . 
des Cometen eine Kraft kervorgerufen, aknlick der, welcke auf der Erde die 
Ersckeinung der Ebbe und Fluth hervorrufti Aber die Masse des Cometen ist 
so unvergleichlich viel nachgiebiger als das Wasser, dass sick Tkeile des Co- 
meten loslosen. Schiaparelli nennt daker diese Kraft die auflbsende Kraft [28 
der Sonne. Dieselbe wird um so enexgiscker, je mekr der Comet sick in seiner 
Bakn dex Sonne nakext, da die Versckiedenkeit dex Abstande der einzelnen 
Tkeile desselben um so mekr ins Gewickt fallen, je weniger betracktlick sie sind 
— ein Umstand, der ja auck zur Folge kat, dass die Mondflutken die Sonnen- 
flutken so sekr an Hoke uberragen. — Was gesckiekt nun mit den losgelbsten 
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Cometentheaea? Jedei Koipct, und mag er Uemcr wio ein SandkSrchm. dii„ 

Hwerbel um fie Sonne bewegen. Der loagelLen” clUtrmn,rwL°<fc 
™ ex dmaen Bahnen nicht schwex wexden, aie wind na.nli,.„ I do 11“ 
Ge e..e vexblaben, in welohom sich ihxa Mutter, der Con.et, bower t 
‘f ScHunanEtn, dieae losgelSate Cometenmaterie aei ol«.n io. 1 

™ uppen eisoheinon. M'alirlioh Ibh 

iorsclier nui das Lob emer geistreichen Hypothose seHmmAvt h..}. 

nicht sichtbaiiich durch die Frfabnino- «,• i i,-** f ^ inibdi, vvenn sie 
T, • . ; -anahrung sich hatte bestatijreii Umim tY«« ; . 

aber in reichlichem Masse geschehen. Oppolzer in Wien Imtte die K J 

grossen Cometen des Sommers 1862 in den Astronnmi » v 

aorgatig beatimmt Eine Vergioiobnr lei l 

erwahnten des Augustmeteors lieferte ScHrALR.’T r t i - , 

dass beide Bahnen zusammenfallen, und so spm-irSrHiir'"' ** 

Wort aa. der gxoaso Comet do. Sommem rsoT";. d; : 1?.:,. ' T” 

So-me. Knrae Zeit daxanf (am «. dannar ,1) ll: " "r ““ 

<*eo No. I Oder dee 

langten PnTnne in Altona, Oppoixer und .Srra,P„„., 

™n emandor an dem Keenltato, daee der Tempk^Iu; ’( ■ ',„.ot d" 

Leonrden dee Novembereehnuppeneehwarme eei, da, I i , " f' 

von rhm loegeldete Thoil, in ein und demeelbon Goloieo „ , ,1;, 7 T ■ 
Seitdem let ea golnngen, an noch yielen andem., <1,,. , 

die beziiglichen Cometen an finden » i ' ^‘‘inseliinippoiieoliadriiici 

tie in gemeinaamer Bahn ™ 1 Sole ill” 

Sonne entfemt. ao wir-d awar die aufSeel 

i.™er none Maese von ibm trennen, aber m7^r 1 f ' 

3»] wird dieae anflosende Kiaft immer gerin«er 

und dnnner wird aleo der Ruokatand, welcLn der Hf"' 

’ in seinem Geleise 
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zuriicklasst, und dex ilira naclieilt. AT>er 'wen.ii der Comet sicli 'wieder der 
Sonne nakert, verstaikt sick wieder seine AnflSsnng nnd das gekt so fort. 
Es kat demnack keine Sckwierigkeit, zu begreifen, wie sick z. B. nack nnd 
nack der Eing des Augustpkanomens, welcken wir oken besckrieben, bilden 
konnte. 

Leveerier kat berecknet, dass die kosmiscke Wolke, welcke den Tempel- 
scken Cometen bildet, im Jakre 126 unser Zeitrecknung aus femen Welt- 
mumen in unser Sonnensystem eingedrungen. Die Sonne kat ikm seitdem 
sekr arg mitgespielt, sie kat von ikm den oben besckriebenen gewaltigen 
Schwarm der Novemberstemseknuppen losgelSst, wakrend der Comet selbst den 
Beobacktem immer kleiner und kleiner ersckeint. Sein wakrsckeinlickes Loos, 
so wie das vieler seiner Briider ist, ganz und gar in einen Stemscknuppenring 
aufgelost zu werden. So arg spielt die Sonne in ikrer Fuisorge fiir die Ord- 
nung iktes Eeickes den Eindringlingen in dasselbe mit. 

Vor der ScHiAPARELUScken Erklaxung der Stemscknuppen waren die Er- 
fakrungen, die man am BcELAscken Comet gemackt, wunderbare Eathsel. 
Dieser Comet gekSrte zu den oxdentlicksten Himmelsburgem.. Er legte in je 
6 1 Jakren seine Bakn um die Sonne zuriick und fand sick regebnassig zur 
bestimmten Zeit an bestimmter Stelle, den Befeklen der Astronomen gekorsam, 
ein. Da plStzlick tkeilte er sick im Jakre 1846 vor den Augen der Be- [31 
obackter in zwei Tkeile. Beide Tkeile liefen nun sick von einander immer 
mekr entfernend 20 Jakre als getrennte Cometen neben einander ker, bis sie 
im Jakre 1866 ganz und gar versckwanden. 

Die Spaltung dieses Cometen kat nack der ScHiAPARELLiscken Tkeorie 
niekts Befremdlickes. Es ist die auflosende Ekaft der Sonne, welcke dieselbe 
bewirkte. Nack derselben Tkeorie musste man auck erwarten, dass die ver- 
sckwundenen Tkeile sick in Stemscknuppen aufgelost kaben. Diese Erwartung 
kat sick erfiillt, und die ScHiAPARELLiscke Tkeorie kat einen glanzenden Tri um ph 
gefeiert. Wir waren alle Zeugen davon. In diesem Winter am 27. November 
fand eines der grossartigsten Stemscknuppenpkanomene statt. Es war dasselbe 
nur ein starkes Auftreten eines um diese Jahreszeit in bestimmten Perioden 
sick wiederkolenden Stemscknuppensckauers, welcken man der Auflosung des 
BiELAscken Cometen zu verdanken glaubte. 

In der Eicktung der Fortbewegung der Stemscknuppen, d. k. nack dem 

Fuchs, niathoiii. Worke. HI. 50 
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Himmelspunkte hm, welcher dem Eadiationspunkte gerade gegenilker lie^t 
hatte maa suchen mussen, ob sich nicbt in Begleitung der .SternsclunippL’ 
Eeste des BiELAschen Cometen entdecken Hessen. Dicser Himmelspunkt Hess 
sick aber in unseren Gegenden nicbt gut beobachten. Da kam dor Gbttinger 
32] Astronom Klinkerfues anf den gliicklichen Gedauken, den Astronunuui iC 
SON anf Madras, welcber Ort der Beobachtung der genannten Triinincslsstelle 
gunstig war, am 30. November telegrapbisch aiifeufordern, daselbst nadi dem 
Cometen zu suchen. Am 3. December fand Fogson wirklich an der be- 
zeicbneten Stelle einen Cometen. Indessen, urn einen C.'ometen als <‘inen be- 
stimmten, bier also als den BiELASchen "zu legitimiren, dazu brauebt man eine 
Anzahl scbarf markirter Kennzeicben. Diese konnten so sebncll in zundeben- 
dem Masse nicbt signalisirt werden. Da half wieder Opfodzku, welelier durcb 
seme Beobacbtungsenergie acbon so viel znr Glorificirung der Scuiaparelli- 
scben Lebre beigetragen. Durcb scharfsinnige Combination des unzur<d<du-nden 
Beobacbtungsmatenals bat er es hbchst wabrscheinlich gemuehf , dass der von 
POGSON beobacbtete Comet der Kopf des BnmAScben Conudeu sei. ™ Heben 
wir aber aucb ganz von der Frage des BiELAschen (’ometen ab, so ist die 
erne Ibatsacbe unangi-eifbar feststebend, dass Klinkerplek d.nrh die ,Stem. 

b m del Bahn des bternscbnuppenschwarms zu entdeck(m 
Glanzender konnte die ScHiAPARELLiscbe Tbeorie nicbt bowiilu-t vvmrden 
Bin selten scbones Loos fur eine mcnscbliclie Kntd(‘<;kung 

So werden wir durcb das Datum der Entdeckung .Sc niAP,.uu.:r.us auf das 

33j Nataol mit der unsi-igen ver'emt. nielit nur auf der Arena ,1,.» Ka.npfea fiit 

d» Vaterland, aondeiu auch dea Kampfoe, dcmn. Ziel die Krweitenn... der 
Grenzen unseres Wissens ist. Wenn wir von fU. « . v. vmu.uin^ Uei 

Ucheu Weltraunre ru unserer Erde ruracttehren, 30 1^1 
Ifaturforsler ^ voTtl 

.I’ ■, J-Htbum sicbcr — er weiss es, dass di(i W<at im 

nnserem Auge "“^hr die Welt der sich 

Gxo3.eu. das! I uneC“ “ 

non wosse und unermessbcb Kleine nur relativ 
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Von einander verscMeden sei. Und wer ist es, in dem sicli beide Vorstellungen 
vereinen? Es ist das winzige GescEopf, der Menscb, dessen Geist, selber nn- 
endlicb, die beiden Pole der Unendlicbkeit erst in die Natur bineintragt. 

Wabrend wir also auf unserer Excursion in das feme Weltreicb die 
selbstsiicbtige Elusion verloren, der Mittelpunkt des Kosmos zu sein, auf 
welcben uberall die Ewecke der Natur binwiesen, wie die Halbmesser eines 
Kreises auf dessen Centrum, so baben wir als Ersatz das unvergleicblicb 
erbabenere Bewusstsein mitgebracbt, durcb die Elraft unseres Geistes das [34 
ganze Weltall umfassen, so zu sagen den Kosmos reproduciren zu konnen. 

Muss nicbt dieses Bewusstsein auch eine bobere Wertbscbatzung der 
ubrigen Ideen, deren Trager der menscblicbe Geist ist, also insbesondere der 
Ideen der Sittlicbkeit bervorrufen? Zwar wird die Vergleicbung mit den 
Ideen, welcbe der Naturforscbung zu Grande liegen, uns belebren, dass so 
wie diese aucb die Ideen der Sittlicbkeit in ibrer Anwendung dem Irrtbume 
unterworfen sind. Allein sie lebrt uns aucb, dass die Ideen an sicb — von 
ibren Anwendungen unabbangig — ewig unveranderlicb sind, dass sie uns 
durcb ein 'Labyrintb von IiTtbiimem, wenn aucb nur in asymptotiscber An- 
naberung, zur Wabrbeit fiibren werden. 

Wenn wir also von unserer Himmelsreise auf unsere Erde zuriickkebren, 
so werden wir — weit davon entfernt, das, was auf derselben um uns berum 
durcb Menscbenband vollbracbt wird, gering zu scbatzen — vielmebr ein 
offenes Herz allem Grossen und Edlen, das sicb darin kundgiebt, entgegen- 
tragen. 

Wenn wir also von unserer Himmelsbetracbtung aus auf das Jabr 1866 
bingefiihrt werden, so wird die Erinnerung an die Tbaten dieses Jabres — 
vollbracbt im Namen der erbabenen Idee des Vaterlandes — auf unser Ge- 
miitb einen um so gewaltigeren Eindruck machen. Und — es ist das eine [35 
berrbcbe Eigenschaft der menscblicben Natur — von dem VoUbracbten wenden 
wir uns sofort dem Vollbringer zu. in inniger Dankbarkeit. Wir buldigen 
unserem Kaiser, welcber damals in seltener Seelengrosse die durcb die Ge- 
scbicbte unseres Vaterlandes gescbaffenen Hemmnisse zu liberwinden und den 
Grundstein zu unserem neuen deutscben Keicbe zu legen vermocbte. Wir 
wissen alLe, wie macbtig dieser koniglicbe Vorgang engbeftig erbaute Scbranken' 
erscbuttert, und das bis dabin nur als lebendige Kraft latente Rationale Be- 

50 * 
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esteem der Doutehon .ur enetgievoUen Thatigkdt b.foit hat. U„d 
^ imem falser und uns glucklich, daas achoii iiaeli ^■l•rlauf wenia 
Jaire aater seiner heldenmuthigcn Fuhmng dor liorrlielie liai. sellier hat voU 
warden Icdnnon, dass dor 'ftaum rielor Jahrlmnderte in eiii ‘ „ t “ 
Spanne Zeit rur WirUichkeit goworden. _ Do<d. nooh i«t da. Gel, ill "^ 0 ^ 

h«an^in\ ^ '“>'™ Seiten sturmoii fciiidliohe Klemcnte 

eran, m io Lucken oinnidringen imd die Gruiidfcsti.ii rii imtergrahen Aher 

3«] nnsorem Kaiser noeh Tergdnnt sein, sein Work vollend, f i “ 

:i:ktr 

r*.™ “■ “ “■*' ■■ <-- - 

Gotl segno und orkalte nnseren Kaiser und KOnig. 
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Verhaltniss der exacten Naturwissenschafl zur Praxis 
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Immanuel Lazarus Fuchs. 


Berlin 1899. 

Buchdruckerei von Gustav Schade (Otto Francke) in Berlin N. 




Hoclianseliiiliche Versammlung! [s 

Geehrte Collegen! 

Liebe Commilitionen! 

In einer Zeit, in welcber die Anwendungen dex Natuxwissenscbaften anf 
alle Zweige menscblichen Scbaffens einen so gewaltigen Umfang angenommen 
liaben^ dass das allgemeine Interesse dnrcb die Exriingenscbaften anf den Ge- 
;bieten dex Tecbnik vollstandig absoxbixt wixd, nnd die Scbopfexin diesex Ex- 
iolge, die theoxetiscbe Wissenscbaft, ganz in den Hintexgxund des offentlicben 
Jnteresses gedxangt exscheint, ist es wobl nicbt iibexfliissig, sich des Vexhalt-^ 
nisses bewusst zu wexden, in welchem die xeine Wissenscbaft, die Tbeorie, 
zu ihxen Anwendungen, dex Pxaxis, stebt, sicb den Einflnss vox Augen zu 
fiibxen, welcben Tbeoxie nnd Pxaxis gegenseitig anf einandex ausgeiibt babenv 

Es wiixde selbstvexstandlicb an diesex Stelle unmoglicb sein, aUe Zweige 
dex Natuxwissenscbaften in den Kxeis nnsexex Betxacbtung zu zieben. AVenn 
icb mix abex die Bescbxankung aufexlege, nux die sogenannten exacten Natux- 
wissenscbaften ins Auge zu fassen, so diixfte gewiss dex gxossexe Tbeil meinex 
Ausfubxungen fiix die iibxigen Natuxwissenscbaften besteben bleiben. Icb 
babe mix abex die exacten Natuxwissenscbaften ausexwablt, nicbt nux, weil sie 
meinem speciellen Foxscbungs- und Lebxgebiet, dex Matbematik, am nacbsten 
steben, sondexn vielmebx weil die Matbematik den genannten Zweigen dex [4 
Natuxwissenscbaften gexadezu zugezablt wexden muss. 

Um dieses gexecbtfextigt zu finden, ist es nicbt notbig, biex in eine tiefexe 
Speculation einzugeben. Es liegt anf dex Hand, dass die Objecte dex Natux- 
betxacbtung, soweit sie duxcb Maass und Gewicbt in Baum und Zeit exfasst 
wexden . konnen, ibxen Adaquaten Ausdxuck in den geometxiscben und ana- 
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lytachen mathematw,„n Formen linden. Aber „ur|, , , , 

mathemat.«clu.u (JeWlde ihren ontaprechenden An. ntb " > “v ^ 
nnngon, wenn anch dim. Nato..r«.h..ia«nKen c« Xn , ' 

mathematisc-hen Gel.iUe gewi»enn.a»,en Linatori..- . 11’ 
iannt Torfcn. li, mOgen anr Rlinterung einige I),.i,„iel,.'‘‘'' 

Der Mathematiker conRuirt die Klsl, ^ , K'.-n.g..u, 

Ellipaoida bekannt i.|, an, I ' 

Fonn dieaea zSumHchen Gebilde!. daa tMl^ trr*";- 

Viele Jahrhundertc, ehe Kmmpu a • . ! *'"‘^**”*'« If»n»n<“iskOrperg. 

una«e Rdo, aieb in ein’e. Rb^r:: dll Lt 1 1' 

matter Ton rein theotctiaohcn Geaichtanunkt “ '''W". war™ die Mathe- 
men Me and znr Erforaehnng ihre! 4enlh«r' 

Ke Eigenschaft deiselben Uni , * 7“™ 
einem Pnnkte der Me gelllrsllbr" 
gleiche Winkel bilden. fadet in der Ontl ^ a'.' '••“Ib.t 

daaa die von einem der Brennnunkte ^ Aknatik il.ren Au«drnrk ilarin, 

gehenden Licht- oder SchaUweUen^ naeTl (iewalbea my 

m dem anderen Brennpnnkte conocntriren ^ ^and aiek 

sj Aber aucb in der Metherbi /Iaa 
Naturforachang nicht weaentlioh 

enjenigen erscheinen, wclchen mir r r ■ paradox 

^ethoden der Mathematifc bekannt Sind Fonn.-n xmd Bewein- 

^uverltoig naoh gewiaaon Qeaeten vltXl''"?;™ "''•'"■“'"■"‘'■'■t. wlcho 

tachBeobachtang. Vergleieknngliltltl ""t 

Hfflfe entweder sckon vorf . and Ver- 

^erkae^ an erforachen, geld! ao leM T ™ 

maaenGebilden gegenuber, welohe ebenal d®- 

legen,, und ebenao muas derselbe duroh “f“* K®™*»en Geaetzen untcr- 
ann en Thataacben der Mathematik und d “"'I'^rweitig be- 

dener Oder erat herzuateUender h4.1L'1 

^ entaebleiem auchen. ^ Geheimniaae die«,.r Gebilde 
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Ich wiinschte wohl hier zu zeigen, dass diese tibereinstimmung der For- 
schungsmethodeii mehr als eine bloss oberflacbliche sei, ■weim nicht eine 
solche Auseinandersetzung den Faliinen dieses Vortxages iiberscliritte. 

In nnserem. Zeitalter, in welchem die Anwendung der Dampfkraffc nnd 
der Electricitat so bewnndernswerthe Veranderungen in der Lebensfiibrung 
des menscliliclien GescHeclites lierbeigefahrt hat, in welchem durch die Er- 
leichterung des Verkehrs der Menschen unter einander der Austausch nicht 
nur der materiellenj sondem anch der geistigen Giiter in so gewaltiger Weise 
gefordert, durch die Emfiihrung von Maschinen die Production in alien ge- 
werbhchen Unternehmungen so zu sagen ins UnermessHche gesteigert und 
dafiir die Arbeit menschhcher Hand ia hohem Maasse bewerthet worden ist, 
in unserem Zeitalter, sage ich, ist es besonders wichtig, sich gegenwartig zu 
halten, dass schon in alien Zeitaltern, von welchen uns die Geschichte be- [6 
richtet, Forschritte gemacht worden smd, welche fur jede dieser Zeitepochen 
von machtigen Einwirkungen auf das menschliche Leben gewesen sind. 

Da das Neue sich stets auf Grund des bereits Vorhandenen aufbaut, 
musste natiiiiich die Geschwindigkeit des Fortschrittes in dem Maasse sich 
steigern, wie ein Zins auf Zins angelegtes Capital sich zu einem immer 
grosseren und grosseren Capital aufspeichert. Fragen wir uns, aus welcher 
Quelle die immer neuen Machtmittel zur Bekampfang und Ausnutzimg der 
Naturkrafte dem Menschen zufliessen, so lehrt uns die Geschichte, dass diese 
Quelle nur selten die auf ein bestimmtes Ziel gerichtete Arbeit des Menschen 
gewesen ist. Denn der Zusammenhang zwischen den einzelnen Erscheinungen 
in der Natur ist meistenthehs sehr verborgen, und was in der Natur dicht 
neben einander hergeht, tritt dem Menschen ebenso wie dasjenige, was weit 
auseinander zu liegen scheint, durch lange Jahrhunderte als indifferent in 
Bezug auf einander entgegen. Wer hatte z. B. noch im Anfange unseres 
Jahrhunderts zu sagen vermocht, dass Warme, Licht und Electricitat ein und 
derselben Quelle entstammen? 

Das wahre Bindeglied zwischen den einzelnen Errungenschaften der 
Menschheit ist die Wissenschaft, diejenige Bethatigung des menschhchen 
Geistes, welche in das Wesen der Dinge einzudringen bestrebt ist, allein um 
der Erkenntniss willen, ohne auf den Nutzen oder auf die Ldsung eines 
praktischen Problems zu zielen. 

Puche, mathem. Werke, HI. 


51 


402 


EEDE HEIM ANTRITT DEB BECTORATES I 899. 


E. zeugt von omer voUstilndigen VeAonmmg do, Wcscne der 
scha, wenn moint, da., eta auf Grand von Erfala„ng..hat.aInT 

«=hsene, and anf cinon bertimmten Zweck gerichtete. .relort lL 

ionne, wenn tan nicht da. Gluck dahin begunstigt da„ or in , lev 
echaft die Hul&mittd zur Lbsung vorbcreitet findet Denn in dor ForacW 
7] naoh ™«hafaicben Walirheiten mu,, dor men,cbliche Oci.e ““h 7 
dem Besondeien loslbren and sicli zu feiom Flune nach „1T, n- i " 
entfalten. Er ^ nicht bci einei: Toratcllang atehcn bI,.-il,..n,‘,V,mm vM 

Di^en da. Gememsame zu crfa.,ou .treben, \V«« .chwer lii.bm- ,„l . 
I6,bar in hoeonderer Sphare otacheint, wird oft in nncnv, rt . « 

einer schetabar fern von ihr liewnd,.,. o, l f"' von 

rir-wnw , i r uegtnden Sphare beiiehtttt, imd tii<* (ic!Het 7 e dGr 

- ^ werden durch die der andereu enthulk. I)i(* ( u-Hcliiehte rh.r iv 

schaft lehit, dasB oft Jahrhunderte andauernde ^ 

Uchen Geistes, welche ohno einen "n" j'; r' “* ‘->‘- 

wissenschaftliclier Wnhrheiten untemommen war ’ i’ " " 

Aufitadnng weltbewegonder Naturgcetze geftZ 

arbei::;w::r“"’ “ 

Die ersteu Aniange der Geometrie sowie alle ‘Xiifir,.- 

licber Bethatignng liaben iiien Uraprunn in den A^f . 

Lebens. AllmShlich Ibstc sich aber die Geonietrie'"v,'n"''f''" i'*' 
Standpunkte de. Snchen. nach dem unmittcdbar .Vruzii,.',., '""'■'""'‘I'""; 
die eigcntUch wissenscbaftliohe Geometric n;,. .,ii ’ “ 

cBe..be in den alien Zeiten bci den r;:hen“: ™! : It f" 

*0 Keime fast aller unserer Wissensohaften m Knebcn 1 \ 

was die Gmndlagen der GcomeMo onbetritft ni.r I. v' ' 
nennen, desseii Werk nor-H Ti + + ’ -NanH-n fa kuii zu 

Wissenschaft bildet 7u den «iustergiltiges Lehrbufh diaser 

Mathematiker an^ dem Gette tto? 

t] schnitte bekannt Li. S “paLL t , 

Wenden wu fm emen Augenblick nnser Angenmerk von diesem schein- 
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bar so begrenzten Gebiete menscblicben Foxscbens weg imd auf oicbts Ge- 
ringeres als auf das Weltall hin. Jedem Gebildeten ist es bekannt, welche 
Anstrengungen die hervorragendstea Pbilosopben and Naturforscber durcb 
Jahrhunderte hiadurcb gemacbt, am das Gesetz der Beweguag aaseres Pla- 
aeteasystems zu erforschea, wie viele Theorieea aafeiaaader gehauffc -wordea 
warea, welche schoa- darch ihre Complicatioa dea Steaipel des Uaaatarlichea 
aa sich tragea, aad ia der That aach voa dea Erscheiaaagea der Ifatur aicht 
voUkommea Becheaschaft gabea; bis es Keppler aach eiaer darch zwaazig 
Jahre fortgesetztea Bearbeitaag des Tycho de BRAHESchea Beobachtaags- 
materials gelaag, die Bewegaag der Plaaetea darch die drei Gesetze, welche 
wir aiit dem Namea der KEPPLERschea bezeichaea, ia der aatarlichstea aad 
ia voUkoainiea erschopfeader "Weise za erklarea. Ich aiass di^e Gesetze 
hier wiedexholea, am dea Zasammeahaag mit dem Vorhergeheadea hervor-r 
tretea za lassea: 

I. Die Plaaetea bewegea sich ia Ellipsea, ia derea eiaem Breaa- 
paakte die Soane sich befiadet. 

II. Die Yoa diesem Breaapaakte aach dem Plaaetea fiihreadea Strahlea 
beschreibea ia gleichea Zeitea gleiche Flachearaame. 

III. Die Qaadrate der IJmlaafszeitea verhaltea sich wie die Cabea der 
grossea Axea ihrer Bahaen. 

Tretea wir jetzt ia eiae diitte Sphare der Natarforschang eia, welche 
wieder scheiabar voa dea beidea vorhergeheadea abseits liegt. Newton war, 
wie maa erzahlt, darch das Fallea eiaes Apfels voa eiaem Baame zam Nach- 
deakea iiber die Ursache des Falles aageregt wordea, aad warde za dem 
Eesaltate gefiihrt, dass eiae Eiawirkaag der Exdmasse aaf die Masse des [9 
falleadea Korpers die wahre Ursache sei, eia Eesaltat, aas welchem sich die 
Fallgesetze ia aagezwaageaer Weise ergebea. 

Maa stand also za dieser Zeit drei Thatsachen gegeaixber, wovoa jede 
eiaer besoaderen wisseaschaftlichea Sphare angehorte : die Natar and die 
Eigeaschaftea der Kegelschaitte, die KEPPLERschea Gesetze aad die Massea- 
anziehang, welche der Erdkorper aaf die Korper an seiner Oberflache aasiibt. 
Aas diesen Thatsachen folgerte Newton aaf analytischem Wege, dass die 
Plaaetea voa der Sonne mit eiaer Kraft aagezogen werdea, welche direct 

proportional ihren Massen aad amgekehrt proportional dem Qaadrate ihrer 
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Diese, Gesete, welches sich dahm susammenfessen lUsst. <I„«, <!;„ k„« 
mt welcher zwe. wagbaara Massan.auf einander wirken, tilr all- 
Massen von derselban Nate ist «nd dam Producta der Massen direct 7“ 
Quadrate ihrei Eutfemuug mngekehrt proportional wirkt, bclierrscht abo^r 
Bewwn dar Hluunelskarper, soweit sia dan Kaum 
dta Bawagung ernes an der Erdoberilacha fallendcn Staines. ’ 

Diesem Gesetee hatte langer als ein dalirhundart nach seiner Kntd,. t 
die Beschrankung auf die wiigbaxen Massen angelmflet als , r' “ ^"”8 
Hiilfe der Torsionswage gelang, die Kraftwirkung date th ^ LZ"” f 

Massen einer Messung zu unterwerfen und festLtelen dll z" IrTk ^ 

«lche dam Producta der Massen dZ, 

gekehrt proportional ist. Jetet eelani^te Hi'a w i r um- 

deni Schlusse: Bas Nawxonsche oZt " ^if -hl"!’- 

-] es ist yielmehr ein allgemeines Natoeset, i I 
auf einander, welcher Natur diese Massen' aud.TeL 
Diesem Bilde yon der Arbeit der Wissenschaft 
Zeit es gestattete, zahlreiche andere anreihen Welclit. } •• t’r * 
as beispielsweise, die Enlwiokelung der Lehro dor i. 1 “‘"'i 

verfolgen von den ersten Versuchen Ga™™ an oil™ Ti “ 

nut verschiedanan Metallen zuckendan FrosclHohonk,-! ' ‘ 1"' “"'"''"‘"S 
wo die electrischen Drahte sich fast iiber die Z F i 
wurden auch hier sehen. wie Manner der -WissensLft i ' ' 
nach der Erforschung der Nategesetze geti-iabor v ’ 

Eifer verfolgen, welche wait Ton einer nnmittelli a"- '‘"“''‘““W’ni 

keit entfemt sind (wie as ja auch die Versuche von gV' * -''“"'oncll.ar- 

oder wo sie, wie Gauss und WnBEa bei der Verw 

Oeesi^d auf die Anlage eines Telagiaphen ™" 

tate stiessen, welche ihnan reichef natarieuln r Kasul- 

sprachen, solohe Verwerthung anderen iiberi '*™“ ™‘' l’o|mlarifat ver- 
schungen _ in walchen sie n“ht v “ 1 ““ '“'>=»“dart ihre For- 
loffen durften _ mm Segen dar MenschLtt forZb™ 
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Die Ailfange der exacten Naturwissenschaften, sagten wir vorHn, haben 
ihren Urspximg in den Anfordexnngen, welche das praktiscbe Leben an den 
Menscben stellte. So bexicbtet nns beispielsweise Herodot, dass die Aegyptex 
zui Eifindung dei Geometiie duxcb die Notbwendigkeit gefiibxt wuiden, die 
in Folge dex Nilubexscbweniniungen vexloxen gegangenen Landesbegrenzungen 
wieder bexzustellen. 

Da Messen und Zablen nntxennbar mit einandex Terbnnden sind, so baben 
wir mit Wabxscbeinlicbkeit ancb die Wiege der Aritbmetik iri Aegypten anf- 
zusucben. 

Um eine Eintheilung dex periodiscb wiederkebxenden Jabres- und [n 
Tageszeiten zu. finden, und insbesondere ancb um sicb bei ibren Fabrten auf 
dem Meexe oxientiren zu kbnnen, warden scbon in m'alter Zeit die Menscben 
zur Beobacbtung des Himmels bingeleitet. Wenigstens entstanden aus solcben 
praktiscben Bedurfnissen die ersten Anfange dex wissenscbaftlicben Astronomie 
bei den Cbaldaern. 

Bekannt ist, dass Archimedes duxcb den Auftxag des KSnigs Hxero von 
Syrakus, den etwaigen Silbexgebalt seinex Krone festzustellen, zur Auffindung 
eines Gxundgesetzes der Hydxostatik gefubrt wuxde, welcbes seinen Namen 
txagt. 

Aber aucb, nachdem die einzelnen Disciplinen dex Naturwissenscbaften 
ausgebildet waxen, bat das pxaktiscbe Leben zu alien Zeiten einen Impuls zu 
wissenscbaftlicber Eorscbung gegeben. Dieses gescbab nacb zwei Eicbtungen 
bin- Einexseits wuxden Praktikex, welcbe die ibnen duxcb die Wissenscbaft 
iibexliefexten Kenntnisse als Mittel benutzten, um die Katurkxafte £iix die 
Zwecke des Menscbengeschlecbts zu unteijocben, oder Einricbtungen zu 
scbaffen, welcbe das 'Wohlbefinden desselben zu erhohen geeignet sind, zu 
Einzelproblemen gefubrt, welcbe die Wissenscbaft aufnabm, um ibxe Macbt 
an dex Losung dieser Pxobleme zu pxiifen, oder — wenn die Exxungenscbaften 
dex Wissenscbaft bierzu nicht ausxeicbten — in diesen Problemen einen An- 
stoss zu weitexem Forscben zu finden. Andererseits bat es geniale Manner 
gegeben, welcbe bei Gelegenbeit ibxer praktiscben Aufgaben intuitiv Gesetze 
exscbauten, deren Prufung alsdann zur weiteren Ausdebnung der Wissenscbaft 
gefubrt. 
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-- - - w mmrn 

Es haben sich daher jcderzeit <Me Pwuri* nnd «f 

anderersrate die WisseiMchaft der P~,i. JZ i ’ ’"' 

Tf, linpul... 

reichen wZ t^'Z-T ■*” »'■>'»'««.•» .i.-r 1it,.„„.|.,, .> 

i^icnen, wenn. kunsthch om **“ ns( iiiieit ge- 

■chaft und der Teelmik comtruirt wW. n™™ Wi,«. 

Wohl haben beide verschiedene Aufifnben I)J,. a f i 

Zttdr rl P>^‘W.e Zwecke gerirhlrt “ ''' " i' ”''”''™ 

tmstreitig hauhg eine grosse tfeisti^e Ansf,. ^'<»suag igt 

erforderUck; aber der Teclmfker mum, dil-'^T ''f “ I '' “'Wbung 

dcr Wtaenschaft in k,»,er Zeit ln«en kd m "ttlf«mUteta 

-obten; ea «i donn, daaa e/dl wrf '!* """ ™- 

Seite lassend ^am wisBeMchaftliel.cn Vor,el, '7 ai"', ''"j, 

del Wissenschaft lehit — und wir habfn r * ^ 

ce.ore.e- A, ^gaben hau% o,.t in ..it - <>- 

Oebiete cultivii-t .oi-den .nd, ihie lA.ng 

f>ollte es also dahin kommen, dass w,V i,- • 

fertigten Bewundernng d(;r Eifolge dov ’ „ '<»» d.-r gerfcht- 

■der reinen Wissenschaft an diestn Frf i ' ‘ drs Antheik 

praktiech Nufalicbon vemael.L-Wg,;,. « “"<■ I'’™"-,, d™ 

.Merer Gutor, de., Veretaudi,is»,.» ,|e« ""v'"'’"' "'" 

ur vrelches kein noch so hoher Qrad l /n-'i*'* • uiifi (is-istcsknifte, 

■ ^badigen vermag, wrluatig g,.],,.,, T ’■» '-ut- 

Wnreel weiteren PVt«eI,ri.reB \ kj„;: Z! ■>- 

™™ag ee eu aagen. „b nicht in kel^ a Tl "-nn wer 

Wrssensobaft der Technik Mittcl nufBl.r. '■'"''‘“cbritte der 

welohe diejenigen, auf wolche wir 50 atoh 7 '■'-'■""K-usclniff™, 

!'■ 'l™ .Sol, a, ten .s„.,l,.„ 

*3j Icll kOrlin 08 XQIT 

-gcben, welcbe Hnr«„nrz imlfe 

emcr akademischen Rede, be- 
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titelt: »tJber das VerMltuiss dex Naturwissenscliaften zux Gesammtlieit dex 
"Wissensclaafta, iibex die Axifgabe wissensehaftlieliex Foxschuibg gespxochen: 

»Wex bei dex Vexfolgang dex Wissenscbaften nach unmittelbaxera 
Mpxaktiscben JSTutzen jagt, kann ziemlicli sicbex sein, dass ex vexgebens 
»jageii wixd. Vollstandige Kenntniss xind vollstaiidiges Vexstandniss des 
sWaltens dex Natux- ixxid Geisteskxafte ist es allein, was die Wissen- 
»schaft exstxeben kann. Dex einzelne Foxscbex muss sick belobnt 
»sebeu duxch die Fxeude an neuen- Entdeckungen, als neuen Siegen 
»des Gedankens iibex den widexstxebenden Stoff, duxch die asthetische 
»Schonheit, welche ein wohlgeoxdnetes Gebiet von Kenntnissen ge- 
»wahxt, in welchem geistigex Zusammenhang zwischen alien einzelnen 
sTheilen stattfindet, eines aus dem andexen sick entwickelt und alles 
»die Spxuren dex Hexxschaft des Geistes zeigt; ex muss sick beloknt 
Mseken duxck das Bewusstsein, auch seinexseits zu dem wacksenden 
»Capital des Wissens beigetiagen zu kaben, auf welckem die Hen- 
Msckaft dex Mensckheit Iibex die dem Geiste feindlichen Kiafte be- 
»xuht«. 

Soweit Helmholtz. 

Abex gliicklichex Weise ist jede Befuxcktung vox dex Niedexdxiickung 
dex Wissenschaft duxck eine nock so gxosse Macht dex Vexhaltnisse giundlos. 
Dex Antxieb unsexes Geistes zux Exfoxsckung dex Wahxheit ist eine ewige 
unvexgangliche Mackt, welcke von keinex andexen Mackt ilbexwunden wexden 
kann. 

Diese Macht ist es auck, welche die txeueste Stutze unsexex Univexsitaten 
stets gewesen ist und fux immex bleiben wixd. Es ist stets das stolze Be- [14 
stxeben unsexex Univexsitaten gewesen, die Wissenschaft an sick und nux um 
ihxetwillen zu lehxen. -Mit Keckt foidexn wohl dex Staat und die Gesell- 
sckaft, dass die Univexsitat ihxe Beamten und Axzte ausbilde. Wix losen 
jedock auch diese Aufgabe am besten daduxck, dass wix als hochstes Ziel 
unsexex akademischen Exziehung die Pflege dex Wissenschaft als solckex, die 
Exweckung dex Liebe zu dexselben, die Hexanziehung und Anspoxnung dex 
Jugend zux Mitaxbeit an den idealen Aufgaben dex Mensckheit anseken. Wix 
meinen, dass in diese Bahnen geleitete junge Mannex auch die besten in 
ihxem Bexufe wexden miissen. Systematische Abxicktung zu einem bestimmten 


408 


EEDE BEIM ANTOTT DIS mECTORATES 1899. 

We wd nur Wwerksmtaig aibeilende Kcafte emelon, wclchen bei d. 
Aufgaban de. wkUchea Lebens *ejenige gei,%e Elaetid® abgoM 1 
gemem w^eneehafaich gescbnlten Mamien. eigea kt Dics/jwt 
»ethode aaeerea Unive^itaten hat aUeaeit aioht .0“^ bW^T 

irre“roh^°"t7 <■- aeut'^ w 

flmf fT. ^ Idealen getragenes unci in seinem Bemfc} tuchti^es H 

mtenthum gegeben, urn welches uns andere Nationen beneidetcn. ^ 


LXXIX. 


t^ber einige Thatsachen ^ 

in der 

mathematischen Forschung des neunzelmten Jahrhunderts. 


K/ e d. e 

zur 

Gedachtnissfeier des Stiilefs der Berliner Bniversitat 

Kiinig Friedrich Wilhelm III 

in der Aula derselben 

am 3. August 1900 

gebalten von dem zeitigen B;ector 

Immaunel Lazarus Fuclis. 


Berlin 1900. 

Buchdruckerei von Gustav Sckade (Otto Francke) in Berlin N. 

Euclis, mathora. Worko. III. 



Hochauselmliclie Versammlung! [3 

Wertlie Commilitonen. ! 

Unsere Universitat feiert an dem heutigen Tage das Gedachtniss ihres 
erhabenen Stifters, des Kdnigs Friedrich Wilhelms des Dritten von Preussen. 
Diese alljahrlich wiederkehrende Feier gewahrt uns, deren Anfgabe es ist die 
Wissenschaft an dieser Universitat zu pflegen, in erster Linie die hochwill- 
kommene Gelegenheit immer von Nenem den Manen des Stifters unsere 
Huldigung und den Ausdruck pietatvoUer Dankbarkeit darzubringen fur die 
Schaffung wissenschaftlicher Pflanzstatten, deren Antheil an der Wieder- 
erhebung des preussischen Staates und an der Entwickelung zu seiner jetzigen 
Grosse, sowie mittelbar zur Erfullung seiner Mission fur das gesammte Deutsch- 
land allseitig anerkannt wird. 

Aber diese Feier wird auch stets eine segensreiche Kiickwirkung auf 
unser geistiges Leben ausiiben. Wenn wir unseren Blick in die Geschichte 
der Zeit versenken, in welcher die Griindung unserer Universitat sick vollzog, 
so werden wir nicht nm* von Bewunderung erfiillt werden fiir die Manner, 
an deren Spitze der Konig Friedrich Wilhelm III., welche den Muth hatten, 
in bedrangter Zeit, die Wiederbelebung des Staates in der Pflege des idealen 
Sinnes seiner Burger, in der Forderung der Wissenschaft, zu suchen; sondern 
wir werden auch durch die Folgen dieses idealen Strebens fur die Gesammt- [4 
heit dariiber belehrt, dass die Ideale die wahren Trager des Wohles der 
Menschheit sind; wir werden befestigt in unserem unentwegten Streben fur 
die Wissenschaft und in dem Kampfe gegen jedwedes Hemmniss dieses 
Strebens. Es wird dieser Tag auch stets fur einen jeden von uns ein solcher 
sein, an welchem wir, jeder in dem Gebiete, welches ihm zuganglich ist, 
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emeu EiicibUck auf <]cn I'ortschritt der Wissenschaft th„„ vcnmW ,• , 

md ans so der Aufgaben bowusst warden, wclche um die Arbeit™ 

Vorganger vorbercitet liaben. * i^nserer 

Wenn lob in der Wissenschaft, welcher ich mein .Streben Kowidinrf I i, 
bente emen splohen Kuckbliek untemebme. wobei ich n.iel, ^ 

^hnte dahrhundert beeohranke, so wkro as L „t; 

WMe - erne Vermesscnhdt, wollte ich das gesammle CJcbiet der il 
schen Wissensohaft umfasscn. Diese \Vi™„n,cb„T . , matliemati- 

^rahrhnnderts cine so gcwalHgc A: h nT 
echiedenarage Disciplinen vcrzweigt das, t, I, "v -T ” 

Hch ist, die vorschiodenen Theile unserer Wi«,„!chrft nl 7 , 
emgehendem Verstandnisse ,u durchforschen bl''n-hma«,,g tief 

schaptnin^tdrtrr::; nic - 

in d^ Eahmen meino, heuagen Voarlgc, „i'cht\bfiy.rhl"lf ' 

jn ' u >vtuchc cieii ArlM*ih»n iloi- \f i*i 

-feedrii.;, 

5] wendung der bis dahta ariX'inar‘‘rercW “1™"?. 

waren die Mathemaliker schon seit lancer / > 7 f'™”™ 

hsmdelte gewisse Gleichungen ‘ ,,7717:77 7' 7'' 

dahm gedeutet, dass die in f]iPKf*r, r-’i ■ i ' " ^ “ "urdc jedoch nnr 

erfullbar seien. Dass aber die Be/e T ''''D-(lt‘rung(‘n niciit 

Eutreffende ist, ergiebt beispielsweise 

wo die Briiche nocb nicht in den Kreis der 7 n ’ i ‘ 

die als Bruche aufcetenden L5,nnge„ gewiCr Old!' '"'f 

gmar batten genannt werden miissen De*,II ' 'd"--»ognt inia- 

XVm. Jahrbundert nicht an Versuchen gefol It ^0^,1 

Grossen eine reale Bedentung znzueignen Aber’ e™ q "-■Kindron 

Grossen das gleicbe Biireerreeb^ ir, A at t ^ ^ 

bis dahin nur den ,ogTn“ lie” C -‘‘^’-es 

UnterscWedawiscbenbeidenGrbssenllL^^^^^^ war. Ber 

dartn. dass die realen Grbssen nnr die Bage d::‘^:n::e':;: “SCI 



413 


EEDE AM 3 . AUGUST 1900 . 

reprasentiren , wahxend die sogenannten imaginaren Grossen im Stande sind, 
die Lage der Punkte der ganzen Ebene zu bestimmen. Der Scbritt Ton den 
xealen Grossen zu den sogenannten imaginaren ersctden nicbt gewagter als 
der von den ganzen Zahlen zu den Briiclien, von den rationalen Zablen zu 
den irrationalen u. s. w. Da der Name imaginare Grossen viel zur Ver- 
Avirrung der Begriffe beitragt, so ist fur diese Grossen allgemein die Be- 
zeichnung complexe Grossen angenommen worden. 

Wenngleick Gauss in seinen Scbriften zahlreiche Belege dafiir hinter- 
lassen hat, dass er iiber die Principien der Mathematik tiefe philosophische 
Speculafionen angestellt hat — so hat er sich beispielsweise bei Gelegenheit 
der Eechtfertigung der complexen Grossen nicht enthalten konnen, in einer 
Fussnote gegen einen von Kant herriihrenden Beweis der Vorstellung, dass [6 
der Eaum nur eine Form unserer ausseren Anschauung sei, Stellung zu 
nehmen — so ist er dennoch als achter Mathematiker und Naturforscher fiir 
das Eecht der complexen Grossen erst auf Grand der thatsachlichen Wahr- 
nehmung eingetreten, dass diese Grossen ebenso unentbehrlich seien, wie die 
sogenannten realen, dass erst durch die Anwendung der ersteren gewisse Ge- 
setze der Arithmetik einen allgemeinen Charakter gewinnen konnen. Es ist 
charakteristisch, dass Gauss gerade auf einem Gebiete die complexen Grossen 
zum Siege fiihren konnte, welches, wenn der Ausdruck erlaubt ist, das aller- 
realste in der Mathematik ist, namlich auf dem Gebiete der Zahlentheorie. 
Die schonen Eeciprocitatsgesetze fiir die quadratischen Eeste finden sich schon 
bei den biquadratischen Eesten nicht mehr voi*, solange man einseitig nur 
reale Zahlen zulasst; sie erstehen aber, wie Gauss entdeckt hat, in ihrem 
ganzen Umfange, sobald man complexe ganze Zahlen in den Zahlenkreis auf- 

nimmt. 

Es ist Her am Platze eines FortscHittes Erwahnung zu thun, welcher 
im Jahrhundert,' nach dem Vorbilde des Vorgehens von Gauss auf dem 

Gebiete der biquadratischen Eeste, zunachst in der Zahlentheorie gemacht 
worden ist. Die complexen ganzen Zahlen sind ganze ganzzahlige Functionen 
der vierten Wurzel der Einheit. “Wahrend das Gebiet dieser Zahlen insofern 
dem Gebiete der realen ganzen Zahlen gleichstand, dass dort wie Her die 
Primfactoren der Zahlen demselben Gebiete angehoren wie diese, so^ zeigten 
die nach der Analogie gebildeten ganzen ganzzahligen Functionen einer be- 
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ge.ie.e gefunaen^e^II^^ 

genialen Gedaaken, dem bezeichnp^».r, ''/„t,i i ■ .. ^ ‘^®ni 

idealen ZaUen a. 3rar.:tXt„r: 

^eder die Eigenschaft, dass die Prinifactoren ? ^ •/ 1 ulsdana 
selben Gebiete gehoren Dieser Hoh 'h mit diescu zu dem- 

we von den vealen LZ 1 T Z ™“"‘“''« ■'•-•■" "'’er- 

da.a die eon.p,exef “1^: iZr^ZZ 

wie die realen Zahlen, sondem — ,vio C ^'’ gestatten, 

iet mi. den oomple.en Zahlel da^ G ” T '■“« - es 

welche. aioh dieaer Eigen, ohaft orfent wTm ^ •‘"ge,,>:hl„«n, 

braucbe, dass die idealen Zahlen nach dem Vn " 

Worden sind, so rechtfertigt sich derselb, i gobildet 

gaben, welche sich dor SchopZ .h i 

UnmdgUc^ei. dev Anddaung t: '‘™‘ >*“ 

hat, namUch fur die Potcmroste der “‘“'““olum (ilMeliuiig gealeUt 

wen Zahlen die den qnadratiachen Tl 7 - g"h.l.leten 

geaetzen enlaprechenden Geaetze fur die r ') ^leciproeitiite- 

war mir auch eine wila„„„ene G.ZZI'ZJZTT ''■" 
erwahnen, da sie von den at:is"ede}iT)f >>*. i- , '^hiecknng Ki,mmeuh zu 

<lie Algebra dea XIX. Wn-lmnlrta ‘ ^"‘‘‘“‘theorie nnd 

Als Gauss im Jahre 1831 in rltm n- 4.4 ' t 
daa Biirgerrecht der eogonannten i,nu.ZZnlZ 

odentlieh das Wort ergriff ,., mit Hnls.biedeul.eit 

Oelegenheit gebabt, dass’ dil Eedn! “ ““ ‘-eobaebten 

«^-sen, mebr als ein blesses Sp^':” 

-ier aoleber ^.scbeinnngen Eri^n “ 

In einem »Disouiqi>mr.oc -xi . 

1801 der damals vierundzwanzWaMiror Worhe, welches im Jahre 

der Zahlentheorie nnd der Al“ bra“nete B 

le«erAbaehnitt eine Unteranchw aeTdft™ r”"”*’ 

himg nber die Kreistheilung. Sehon zn EuKuna 
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Zeiten verstand man es, dnrch. Anwendung von Cirkel nnd Lineal die Kreis- 
peripherie in drei, vier, fiinf, fiinfzehn gleiche Theile zu tLeilen und ebenso 
in eine Anzabl, welche durcb wiederbolte Vexdoppelung dieser Zablen ent- 
steht. Es bat dann wahrend zweitausend Jabren kem Eortscbritt in der 
Frage der Elreistbeilung stattgefunden, bis Gauss an der genannteh Stelle 
das Problem zur Entscbeidung brachte, durcb welcbe Zablen die Airzabl der 
Tbeilpunkte bestimmt sein miisse, damit die Tbeilung mit Cirkel und Lineal 
ausfubrbar sei. Und welches war der Weg, der ibn zu dieser Entdeckung 
fiihrte? Es war das Studium der imaginaren Wurzeln der Einbeit, 
eine Untersucbung, welcbe fur die Algebra und die Zahlentheorie des XTX. 
Jahrbunderts von macbtigem Einflusse geworden ist , und welcbe als eine ibrer 
unmittelbaren Friicbte die Losung des bezeichneten Problems der Kreistbeilung 
lieferte. Gab da der Gewinn, welchen die Anwendung der sogenannten ima- 
ginaren Grossen fiir das reale Gebiet der Geometrie abgeworfen hatte, nicht 
Anlass genug, den Scbleier, welcber jene Grossen umgab, zu zerreissen? 

Nicbt weniger aber gab eine andere Gelegenbeit einen Anstoss zum 
Nacbdenken iiber das Wesen der imaginaren Grossen. Die Konigl. Societal 
der Wissenscbaften zu Kopenhagen batte in den zwanziger Jabren des XIX. 
Jahrbunderts die fur die Kartenprojectionen und die bobere Geodasie funda- 
mental Preisaufgabe gestellt: »die Theile einer gegebenen Flacbe auf einer 
anderen gegebenen Flacbe so abzubilden, dass die Abbildung dem Abgebildeten 
in den kleinsten Tbeilen abnlicb sei«. 

In einer Abbandlung, welcbe der Losung dieser Aufgabe gewidmet [9 
ist, zeigte Gauss, dass dieselbe mit Notwendigkeit zur Anwendung von Func- 
tionen einer complexen Variabeln fiihrt, welche wir beutzutage als monogene 
Oder analytische Functionen zu bezeicbnen pflegen. Hier zeigte sicb von 
Neuem die Wirkung der sogenannten imaginaren Grossen auf die Welt des 
Eealen, und somit die Ungebiibr, die Eealitat jener Grossen in Abrede zu 
stellen. In der That fubrt Gauss in der genannten Scbrift vom Jabre 1831 
die eben bezeicbnete Abbildungsaufgabe als einen der Impulse zu der von 
ibm untemommenen Recbtfertigung der complexen Grossen an. 

Man darf es wohl sagen, dass die gewaltigen Fortscbritte, welcbe die 
Analysis im XIX. Jabrbundert gemacht hat, wesentlicb dem Umstande zu 
verdanken sind, dass man abweicbend von den Speculationen friiberer Zeiten 
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bei der Betrachtung der Abhangigfceit verinderlicher Grdsson, dieselben nichf 
auf sogenaimte reale Wertbe beschrankte, sondem vielmehr die iilkemAi 

co.ple.en Wentie in Betr^ht eog. Auf Sohritt n„<l Tri„ hi ^ 

Behanptnng m der Analysis dieser Zeit naohweiscn. Ich muss mich jell, 

bier danut begnugen, dieses an einigen den Elementcn der Analysis ent 
nomxnenen Beispielen zu erlautem. ^ 

Sind zwei reiSnderUche Grossen in algebraiacher Abhungigkoit von ein- 
n er, m vei angt inan, daes die nine der Vorandcrlichen (lurch den Zu 
sammenhang nut der anderen jeden beliebigen realon Worth ersiele ,o ist 
ieses im a%emeinen nicht moglich, so lango der Werthbereich dieser ’andor l 
Ver^derbchen dam realen Gebiete angehbrt, dieses wird vielmellf 1 

IrilHd iebT Veranderlichen gestuttol, die realc Axe su 

ssen nnd sich frei in der ganzen Ebene z« ergehen. Das (Jlaiche nehmen 

lo] wu: nm bei den elementaren Punctionen zu verldeibcn, htd den trkono 
metnseben Punctionen Sinus und Cosinus wahr Man er ieh fr 1 T 
ni. einen realen Werthbereich, der, vom Zeichen .h,:,., I,,', “1“ 

wah* fT’ r nur real.. Werll.e dureddSuft 

w hr nd die Gesammlheit aUer ubrigen realen Wertbe m,- jen ■ leu 

XL'wSr^" 

7 -”“ -■ 

zwischen zwei Veranderlichen durcbwen das ( V ’ b.-zadiungen 

Grassen .w Bie *ntwicbeiung\:^::i’ 1 rTit'i:;::;:: 

zu bunctionen einer complexen Variabeln Beflhrt ] ’ 7, 

heit aller complexen Wertbe der unabbanlen vdltl" 

beschrankten complexen Werthbereich del,n- ' ■ncni 

Es daif sogar wohl behauptel iverden dass Hr" ' "f 

deijenigen Funclionen eukommt, welehe dnrch Differltl'l,‘ 

iverden. Man konnte nun auf den Qedanken komm '"‘‘ '"'‘“"b'™ delimrt 

Einftthiung nener Grossen. denen die comnleve n 

abzuhelfen, in der Hoflnung flii die Punef^ " c 'mtcigeonbiet siiid, 

frei an machen, dass die unabhangige Veranlrlhe Hr' 

Grossen ausgedehnt wild. AUein da, wie sehon erwlt II 

Wdxint, allgemeinere Grossen 
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als wie die complexen nicht den sammtliclieii Eedittungsoperationen wie die 
letzteren unterworfea werden konnen, so muss mail auf diesen Versuch ver- 
zickten. Man muss vielmekr die Thatsacke des besckxankten Werthbereiclies 
der Function als einen natiirlicben Ausfluss des Grossenbegriffs binnebmen. 

In die ^pocbe, in welcber Gauss das Eesultat seiner Eeflexionen iiber 
die complexen Grossen substantiirte, fallt die Entdeckung der Tbeorie der [n 
elliptischen Functionen durch Abel und Jac6bi. Diese Functionen, welcbe 
der Analysis des XIX. Jabrbunderts neue Perspectiven eroffneten, und seit- 
dem der Geometrie und Mecbanik durcb zablreicbe Anwendungen dienstbar 
geworden sind, waren ohne Herbeiziebung der complexen Grossen in ibrem 
innersten Kern unverstandlicb und einer Weiterentwickelung unfabig geblieben. 
Wabrend namlicb die trigonometriscben Functionen sicb einer realen Periode 
erfreuen — eine Eigenscbaft, auf welcber die scbonsten Anwendungen jener 
Functionen beruben , wurde in den eUiptiscben Functionen ein Functions- 
gebiet erscblossen und zugleicb zum Abscbluss gebracbt, Welches mit zwei 
Perioden begabt ist. Aber diese beiden Perioden sind so bescbaflfen, dass 
ibr Verbaltniss durcb eine sogenannte imaginare Grosse dargestellt wbd. Die 
letztere Eigenscbaft aber ist gerade das Fundament fiir die analytiscbe Dar- 
stellung der eUiptiscben Functionen geworden, eine Darstellung, welcbe aucb 
die Anwendbarkeit dieser Functionen fur das reale Sein bedingte. 

Wabrend Gauss das Verdienst zugesprocben werden muss, den complexen 
Grossen ibr Biirgerrecbt in dem Reicbe der Grossen gesicbert zu baben, ist 
es dem grossen ffanzosiscben Matbematiker Cauchy vorbebalten geblieben, 
die bis dabin nur geduldete complexe Grosse zur Herrscberin in der Analysis 
zu erbeben. Cauchy, unser AUer Lebrmeister in der Analysis, auf dessen 
Scbultern alle, welcbe bis jetzt nacb ibm diesem Gebiete ibre Krafte zuge- 
wendet, gestanden baben, begann in den zwanziger Jabren des XIX. Jabr- 
bunderts eine lange Eeibe von Arbeiten, in welcben er zuerst die elementaren 
Tbeile der Analysis, die bis dabin sicb nur auf reale Wertbe bezogen batten, 
auf de# Basis der complexen Grossen neu begriindete, um alsdann zur Aus- 
debnung der in der Differential- und Integrabecbnung verwendeten Vor- [i* 
steUungen auf die complexen Veranderlicben fortzuscbreiten. Auf diesem 
Wege gelang es ibm, iiberaU unverriickbare Fundamente fiir die ganze Ana- 
lysis festzulegen. Indem er so die ganze Machtfiille der complexen Grossen 

Fuolis, mathom. WerkB. m. 53 
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entfaltete, schirf er die Gxundlagen fSr die Function..., fl, eerie unserer 7 el, 
Es ist mir nicht moghcli, an dieser SteUe die wunclerbaren l^rfokre d/ * 
Me.^ ^d die schdne AxeHtektonilc, welohe durch i,.n .md si'*’ 
im Qeb^de der Functionentheorie aiMgeslaltet Worden i»t, nuch nur r.n skir' 
rr einigermaseen eine Voretellung hiervon, n*,,, ,„an d ' 

Le^gebande der elUptdschen Functionen. wie ee eich nach der Mitto 1 
Ja^hnnderts _ naohdem die’ Uhren Cauc,™ von eeinen ,S,.l.uWn P 

wor,L 

nut der Gestalt yergle.cht, welohe dieses Leirgebaude in friiherer /^t 
tabot; wenn man die Grundiagen der 'rheorio der Ancseben Jl' 
welche von Wmnstniss nnd Emus™ geschaffen worden sind, in, 
wenn man die Basis kennen lemt, anf welcher sicl, ei„„ ratio eSir 'n ' 
der Differentialgleichnngen anfbanen Hess, cine Tlieorit wi-l 1 I -"t™ 
*e eben genannten Disoiplinen fur die Anwendungen anf die iC! '7” 
Meeb^dr nnd Physik so wichtige Folgen aufsuweis!:.; V:, “ 

:rre.:r:: 

wiUkurHcher Bahnen in der Ebene hinwriLTitr" 

neue QaeUe fflr die Werthbestimmung von be,ti.nm'l,.ri 1“"'“ 
Veranderlichen, sie erwies <,irh xr; i f ^ Intcgml.-n mit realen 

^3] dahin dunkel gebHebene ErschemltVll ^ 

zu erhellen. Es sei mir eestaftPt ri- ^ Welt 

In den Elementen der IntegralrecWrsteZ ‘'f ‘.’“j'"' 

Innchonen der lealen VeranderUchen als die Umkehr,,. r 
bestimmter Integrale dar. Wollte man au^ rl tf f K‘-wi.sHer 

Natur dieser Eunctionen erschlipsfsA • efuution dit! {xtriodisehe 

dings erfolglos bleiben s mZ T T « >.leebter- 

fesselt. Erst wenn mL. dZlm^ das bestamte Integral an die reale Bahn 

zulasst, kommt die reale Periods ^ W'» bolieliiger Balmcu 

einer der ^abHeicben ^ ^ 

iestatigt. dass die complenen Grossen nicb „nr r rT'‘“ 
der meisten BiscipUnen der Matbematik unenJZr s ■?"L7i7: 
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vielmeht eine reale 'W’esenheit itn Reiclie der Grossen zugesclirieberi werden. 
miisse. 

Die zweite Thatsacbe, von welcber wir oben gesagt, dass sie den Arbeiten 
des XIX. Jabrbunderts ibr cbaracteristiscbes Geprage aufgedruckt babe, lasst 
sicb als die Metbode kennzeicbnen, die fonctionalen Beziebungen zwiscben 
veranderlicben Grossen begrifflicb so zu fixiren, dass die Abbangigkeit 
derselben fiir ibren ganzen Verlauf vollkommen und nnzweideutig bestimmt 
wird, unabbangig davon, ob fur die functionalen Beziebungen geeignete Dar- 
stellungen durcb analytiscbe Formen berstellbar sind. 

In gewissen Fallen gelangt man zu einer solcben begriffHcben Fest- 
stellung, indem solcbe Fundamentaleigenscbaften einer Functionsklasse eruirt 
werden, aus welcben alle anderen Eigenscbaften derselben als logiscbe Folge- 
rungen fliessen. Solcber Fundamentaleigenscbaften kann es mebrere geben. 
Da sie sicb gegenseitig begrifflicb bedingen, so wird unter denselben eine 
solcbe ausgewablt werden konnen, welche entweder begrifflicb die ein- [14 
facbste ist, oder welcbe den Zwecken der besonderen TJntersucbung entspricbt. 
So ist beispielsweise fur die trigonometriscben Functionen eine solcbe Funda- 
mentaleigenscbaft das fur dieselben aus den Elementen der Matbematik be- 
kannte Additionstbeorem. In der That, wenn Functionen gefordert werden, 
welcbe sicb eines solcben Additionstbeorems wie die trigonometriscben Func- 
tionen erfreuen sollen, so ergiebt sicb*), dass diese Functionen dem Gebiete 
der trigonometriscben Functionen angeboren. Eine andere solcbe Fundamental- 
eigenscbaft der trigonometriscben Functionen ist ibre Periodicitat, da alle mit 
dieser Eigenscbaft begabten Functionen ebenfalls dem Beicbe der trigono- 
metriscben zu eigen sind. Fiir die trigonometriscben Functionen besitzen wir 
zwar einfacbe analytiscbe Darstellungsformeln in unendlicben Beiben oder 
Producten. Aber dort, wo aus einer Scblussreibe gefolgert wird, dass eine 
Function sicb der einen oder der anderen der bezeicbneten Fundamental- 
eigenscbaften erfreut, wird ibre Zugeborigkeit zum Kreise der trigonometri- 
scben Functionen bieraus unmittelbar erkannt werden konnen, wabrend diese 
Erkenntniss vermittelst der analytiscben Darstellung nur miibsam und oft erst 
durcb langwierige Kecbnungen zu erzielen ist. 


■ Cauchy, Analyse alg^brique, Chap. V. 
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AhnHch ist cs mit den doppeltperiodischen (elliptischen) Punction^r> k 

stellt Dicsd besiteen ebeufalls ein Additionslheorem, wrfd.cs cino F 
mentaleigensohaft diesor IWioncn m dem Bimo dcrstdlt due, „ 
selben alio andoren Eigcnsehaftcn dicer Functioaen hergelei.et’werTen k 
Dreser Umstand hat c Weira™, dem nnve>Kessliehcn Meister dt AnT"' 
mogheh gemacht, in einor spatercn K„„che sLer Vorlesu .t . 

.0 Wersitat vem Additie..stheorem ausgrf.end, die ganae ' C: de '1^ 

txschen Funotionen aufzubuuen. 

Eines der lehr- nnd folgenreichsten Beiapiele fiir die Bestinin,,,,, • 
ixmction durch besondero Merkmale vollzog sich an der 'I’henrie de T> f 
jener Function, welche in der Phvsik iiboi-nH i x * 

gilt, insbosondere in der I d.re v„L M , ’ ““ 

von so grosser Bedeutung geworden ist. Der Wertl. d.^r,. ,; , 

der geometrisehen Gestalt der Mnssen, anf wdehe dassd “ , '' ™" 

von der Dichagkeit derselben abhSngig, nnd ist Z,.." r'',''"'’ 

“ZZinTeZ 'r""! li-lnun! 

rechnnng die Darstollung ZZbekaZe Fma!'"''""’ 
to sobdnsten Gedmrkon des grossen n.,themaZ.'er"Z’.kZ' 

Dikiohlet gewesen, dem Ansdrucke des Potential, r ' /' 

iogensehaften absulanscben, durch welche die • "'f 
von derLage der durch die NnwroKsehen Krafte affi!“rZ m“ 
md nnrweidentig bestimmt wird. Hierdurch ist di,. r 

den Hintergrnnd gedrangt nnd fe' die lZtt Z ,n 'Z^f“ 

gemacht. wg&ten bchlu.sHi; Hogar cutbeiirlich 

einem“'LZ.en"ZlZrZ. - 

namentUch fur die Lehre der Ele't '"'di.ematisel,,,,, ,l>hy.,ik, 

die Lehren der WarmTnnd deZ Tv™" “..gnetisn.,.,,, sewie ffl.: 
wegnngen ausgewachsen; nnd es wZ nech 1‘orvorgcrnfenen lic- 

leitenden Qedanken an grossen Beisniele ^ "olbst vergonnt, die 

vrir hier gewissen Differentialgleiohungen ZJTZT"' 

■0] dehniren. Es Uegt jedoch in der Natux sZher 
- s.e erne nnendHche Mannigfaltigkeit ron Ed^ngen d“^ts Zc 
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unendliclieii Mannigfaltigkeit hat man nun diejenigen Losnngen heraus- 
zuschalen, welche die in einem bestimmten physikalischen Problem dnrcb 
die Natur gegebenen Nebenbedingungen, wie Anfangsznstande, Grenzbedin- 
gungen, Unstetigkeitsbedingungen, erfiillen. Urn jedocb zu erkennen, ob die 
diesen Bedingungen angepassten Losnngen der Differentialgleicbnng das wabre 
Naturgesetz darstellen, ist es erforderbcb nacbzuweisen, dass diese Losimgen 
aucb die einzigen sind, -welcbe den Nebenbedingungen geniigen. Hier greifen 
nun die von Dirichlet am Potential entwickelten Principien ein und baben 
in vielen wicbtigen Fallen aucb scbon zum Ziele gefubrt. 

In der Gescbicbte der Matbematik begegnen wir baufig der Tbatsacbe, 
dass Gedanken, welcbe Probleme auf dem Gebiete der exacten Naturwissen- 
scbaften bervorgerufen, reicbe Friicbte for die matbematiscbe Speculation ge- 
tragen baben. Nirgendwo aber ist in einer kurzen Spanne Zeit die Emte 
fur die Matbematik reicber gewesen, als in dem Falle dieser DiRiCHLETScben 
Principien. Diese Ernte so scbnell zur Eeife zu bringen, ist dem Genius 
von Eiemann gelungen, Riemann, welcber zum Scbmerze der matbematiscben 
Welt der Wissenscbaft in so friibem Alter entrissen worden, und welcber 
dennocb wabrend seines kurzen Lebens durcb Erweiterung der matbematiscben 
Erkenntniss sicb einen Platz in der Reibe der grossten Matbematiker des 
Jahrbunderts gesicbert bat. Auf der bekannten Tbatsacbe fussend, dass die 
Bestandtbeile jeder Function einer complexen Variabeln einer und derselben 
partiellen Differentialgleicbnng geniigen, legte er, sicb an die DnucHLEXscben 
Metboden anscbliessend, den Grund zu einer neuen Auffassungsweise der 
Tbeorie der Functionen einer complexen Variabeln. In dieser Auffassungs- 
weise scbeiden sicb die Functionen von einander nacb den Grenz- und [17 
Unstetigkeitsbedingungen, welcben sie einzeln unterliegen. Das Bemerkens- 
wertbeste an dieser Cbaracteristik der Functionen ist die begriffbcbe Be- 
stimmung derselben, losgelost von ibrer Darstellbarkeit vermittelst analytiscber 
Formeln. Von den Resultaten, welcbe Riemann auf diesem Wege gefunden, 
will icb bier nur seiner bewundernswertben Tbeorie der allgemeinen Abel- 
scben Functionen Erwabnung tbun. Seine Metbode macbte es ibm mdglicb, 
diese Tbeorie auf wenigen Druckbogen zu entwickeln, wabrend deren Aufbau 
auf dem Grunde der analytiscben Form der algebraiscben Functionen zu so 
grossen Weitlaufigkeiten Anlass giebt. Es scbmalert aucb den Rubm Rie- 
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MABrNs nicht, dass iaa der BeOT-finriiino. a 

oipien lucken Torhimden waren, welche ■n"( ” ''=TOendeten Prij. 

aosgefuUt Worden sind. * “"'laren .'ralhematikan 

langef;: I" “ - 

«0ke runachst, does sie (Sr L gan2»n XrchT v A™- 
• begrenzten Bereioh der VerSndarUckl gultif ^ 

derung zu steEen, diraM'd'oree'lL^d "“tere Por- 

SnderUchen, d. h. die fundamentalen >-'” ^’Tr "^‘''“ngigkeit der Vor- 
mittelbar abgeleeen warden konnen. -'blmngigkeit un- 

einer eolcben 

warden, dase die Darstellung er.t adnUd. wi d '“'"■"'■«“'>'>ben 

saamenhang bereits begriinich in eeinem ganrL’ jTT 

die DarsteUung fiix die Erkenntniss / -t-n Wmfaiige erfimt i«t, soda«s 
neues nicht liefert ^ argesteliten Functionen wesentlich 

'8j Grosser ist der WerfTi /Ia,. <.« i x- , 
aekungen darstellen, in der Anw°eldunc™i f”"””*"’ 

<la, wo es sidj urn die numerische Bored !>™etiscke Probleae, niimlich 

bei Yeraucben eder Beobachrng:: ret?, 

te Aatronemie bei der Beatimmung dor PI ''“‘»I’‘»'»"-eiae in 

toipers aus gewissen Beobachtungsten a'i“™ " '“"‘"'"l"- 

an eine analytiscbe DarsteUung ntch 2 d t v "ird 

«ob einer rasoben Convergenz ertue ' 

Wird die Abhangigkeit vot, (\ •■* 

bedingen. g.,g- 

gleichungen gebunden, so spiegelt dob dal Get V 

“ fairten Zusamaedale , n ?■ 

genugenden Quantitaten ab, wie zablreicbp P ^^^^'“^‘^^tialglcic}m„^ren 

-b. iasbesondere in den A^rwentttr t T,? >'ly- 

“ einem einfacben Beisdde d ' 

ru erlautem. Die Lage und die GescbJndil !“ Gedanken 

““f emem verticalen Kreise bewegt (dfe To 

wegt, (dre sogenannte Pendelbewegung) in 
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ihrer Abhangigkeit von der Zeit wird durch eine Differentialgleichung be- 
stimmt. Die begriffliche Discussion dex Fnnctionen, welcbe dieser Differential- 
gleicbnng Geniige leisten, giebt schon darubex Aufscblnss, dass je nacb dex 
Gxosse dex Anfangsgescbwindigkeit dxei Bewegungsweisen moglicb sind, wovon 
die eine die bin- nnd hexgebende Bewegung (die eigentlicbe Pendelbewegung) 
daxstellt. Diese Bewegung entspxicbt dem Falle, dass die Losung dex Diffe- 
xentialgleicbung pexiodiscb wixd. Wix lexnen die Pexiode und damit die 
Schwingungsdauex , sowie die Gxosse dex Elevation bestimmen, und exbalten 
biexmit vexmittelst dex begxifflicben Discussion ein klaxes Bild von den wicb- 
tigsten Momenten dex Bewegung. Andexexseits sind die Functionen, welcbe [19 
diese Bewegung in ibxex Abbangigkeit von dex Zeit bestimmen, die soge- 
nannten elliptiscben Functionen. Fiix diese bat die Tbeoxie Daxstellungen 
duxcb Quotienten zweiex sebx xascb convexgirendex Keiben geliefext. tJbex 
die Axt dex Bewegung liefexn diese Daxstellungen keine neuen Aufscbliisse, , 
wobr abex sind sie bei dem duxcb Beobacbtung bexzustellenden Zusammen- 
bang zwiscben dex Pendellange, dex Exdscbwexe und dex Anfangsgescbwindig- 
keit mit Voxtbeil numeiiscb zu vexwextben. 

Von besondexs bexvoxxagendex Bedeutung ist im XTX .. Jabibundext die 
begxifElicbe Bestimmung dex Functionen fiii die Integxation dex Diffexential- 
gleicbungen gewoxden. Wenn eine Diffexentialgleicbung voigegeben wax, so 
batte man fxiibex planlose Vexsucbe gemacbt sie so zu txansfoxmixen, dass sie 
auf gewisse. Typen zuxiickgefiibxt wiixde, welcbe man im Laufe dex Zeit zu 
integxixen gelexnt batte. Odex man sucbte, wo dieses nicbt gelang, die DiflFe- 
xentialgleicbung auf sogenannte Quadxatuxen zuxuckzufiibxen; und wo aucb 
diesex Vexsucb misslang, stellte man Eeiben bex, welcbe die Diffexential- 
gleicbung befxiedigten. Diese planlosen Vexsucbe konnten jedocb, wie wir 
beutzutage einzuseben in dex Lage sind, in nux seltenen Fallen zum Ziele 
fiibxen. Die Falle, wo eine voxgelegte Diffexentialgleicbung auf jene kleine 
Anzabl von Typen odex auf Quadxatuxen zuxiickfubxbax ist, sind nux als Aus- 
nabmsfalle zu bezeicbnen — abgeseben davon, dass in dex Eegel die Hiilfs- 
mittel feblen, um jedesmal die Moglicbkeit odex Unmoglicbkeit dex Zuxiick- 
fubxung zu exkennen. Abex wenn aucb die Zuxuckfubxung auf Quadxatuxen 
gelingt, so ist damit .fiix die Exkenntniss deX Natux dex Losungen einex Diffe- 
xentialgleicbung nux selten etwas gewonnen, wie das Beispiel dex einfacbsten 
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D.ffei(,atia% oictogen ze.gt, wo von vorahereia die Korn, .l.-t Q.nnlratur »o 
geten ist imo solche auf eine Qaadratur zuriickffilnl.am I)ii|„™a!] 
gleichung iot a. H. diejenige, wdcho dun,h elUptW.o K, 

and es wax n.chte wonigor als die Thooric dtaot Knneti,,.,..,. eridrdorlich 

Z.T “ an gel 

TT 80 ,„„8,te dieser \ er8„cli ,,om 

Omstande sclieiton., dasa solclio Iteil.en in dor Keg,.! die Knnrlion fm 

on ganzen zda^igcn licroich dor unabhangigen VVriindorlii li,,,, liefiTii 

SoV-f'“' die Arbeit,,.. v„u Ca,, ,,, ,.,„l di,. '„,i„or 

Sohnlor <lou Wog gcobnot, auf wolcben. aiel, in. XiX l■.l,rl„..„l,.v^ .( „ 

stan,bgor Umsohwnng in ,lcr ,vi,«enscl.„f,liel...„ liel...,„tl,.„g ,|,.r l.iir..r.‘,,tw 

glotctangon VO bog. Wio (iau» r....„ era,.,.. 8,x,.„g .1" “^ 

M \ l^ifeentialgleichunKen du.. KiclH‘,v (innuihtgc durch 

den Nachweis gcschaffen, claaB eB immer IdisunKn.u der l>iin.r..n, 1 d , 
gebe, welche gewissen vorffeBfbri,>lu.,„ . ^ '>diu( ntialglnchungen 

o obex Loaungon atollt Oaocnv r,uo„,t fax bcael.riLt, tield.-n. ,i t .Xw 
lichen, dann abex .lurch oein f ' onunlox- 

bexeich dor Functionen fo8t. _ B.uot um , fl 
liaben seine Princinien nr, xU,. 'rn • x . . ‘ ''na i \(uj lAuim, 

nung In einox Tm ’jlo . » crater Or, 1- 

Maxkstein auf dem 'We^re Woblm'X"'', '■‘I’'"'’', "',■ll•l.c itl« ciii 

von den Diffexontialgleichungon cingoscl.lagc... hat. ““ 

ijS ist liier naturlicii niclit am / ^ i • t 

diesex DiscipHn bis auf die jetzige Z r i. “ ,e '“i t' 

auf die Gedanken hinzuXot, welcho be d 'x t T'' 

der durch. Differentialo-lpiVli .xt bcguff lada'n Bihsfinunung 

tendeu sind to GeXX ““ l-' 

wiU. so warden iX aJ^dteTn '-.des ,„.s.,„reibcn 

hangende Beschaffenheit haben ' keine V b X ’““1 znsaranicn- 

Landes geben kbnnen. Ex tX d^nret “ 

und Seen, die Exbobnngen dee Bodens, wUlZ 

, wie sie das Gebirge darbietet, urn es 
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zusammenzufassen, die Unregelmassigkeiten, die UnstetigkeiteD im Planum 
keranzielien , um ein vollstandiges Bild der Landsckaft entwerfen zu konnen. 
Ahnlich ergeht es dem Analytiker, welcher die Losungen von Differential- 
gleichungen ckaracterisiren will. 

In einem Gebiete veranderlicber Grossen geben diejenigen Stellen, wo 
die Losungen der Differentialgleicbungen ein gleicbmassiges, einformiges Ver- 
balten zeigen, keine directen Anbaltspunkte zur Beurtbieilung der Hatur der 
Losungen. Erst die Stellen, wo die Losungen ibre Einformigkeit verlieren, 
seien es Punkte, Linien oder Placben, sind die Elemente, aus welcben sich. 
die Individualitat der Losungen entwickelt. Diese Unregelmassigkeiten nennen 
wir singulare Stellen. Ibre Auffindung ist das erste, freilicb oft miibsame 
Gescbaft des Analytikers. Das Studium des Verbaltens der Losungen in der 
Umgebung der singularen Stellen ist der nacbste Scbritt. Die dritte ent- 
scbeidende Aufgabe ist die, die Einwirkung des Verbaltens der Losungen in 
der Umgebung der singularen Stellen auf den Wertbvorratb jener fiir jede 
beliebige Stelle des Gebietes der unabbangigen Veranderlicben zu erkennen. 
Zur Herstellung dieser Erkenntniss muss man sicb nicbt scbeuen, alle Tbeile 
der Matbematik, wie fern sie aucb zu liegen scbeinen, in Contribution zu 
zieben. 

Die Integration der Differentialgleicbungen in dem bezeicbneten Sinne 
bat dem in alterer Zeit geiibten planlosen Transformiren derselben gegen- 
Tiber den Vorzug, dass auf rationellem Wege die Natur der Losungen aus 
dem, was die Differentialgleicbungen selber iiber sie aussagen, erforscbt wird. 
Aber man wird die Scbwierigkeit der Aufgabe scbon daraus ermessen, dass 
jede auf s Geratbewobl berausgegriffene Differentialgleicbung immer eine neue 
Eunctionenklasse cbaracterisirt, deren erscbopfende Erforscbrmg oft eine ganz 
neue Disciplin erscbaffen miisste. Es kann biernacb ebensowenig eine allge- 
meine Hegel fiir die Integration der Differentialgleicbungen angestrebt werden 
als es in der Medicin angezeigt ware, nacb einem Universalmittel zur Heilung 
aller Krankbeiten zu tracbten. Aber es ist in erkenntnisstbeoretiscber Hin- 
sicbt scbon als ein bober Gewinn zu bezeicbnen, dass der Weg, welcben 
man zu geben bat, gewiesen ist, mag man in seiner Verfolgung bei der ein- 
zelnen Aufgabe aucb auf zeitweise uniiberwindlicbe Scbwierigkeiten stossen. 

Die Bemiibungen auf diesem Gebiete sind aber des Scbweisses der Edlen 

ITuclis, matliom, Werko. HI, 54 
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wexth. Man erwage nur, dass der ardswte Theil dor AufmiJw. i 

«.lbst. ,owie die Aufgeben der 

nellen Entwickolung der Theorie der i i • i ® ^ i mtio- 

Wohl konner, In. -f -n- t I D'«ef®ntmlgleichi«»gen abh&.^f. 
u Konnen wir, mit Rucksicht auf die Schwirh« h*.,! 4- ft 

keit unserer menschUcheu Kraft, mit ciner eewi„e,. ‘'‘“"‘“Sli*- 

^okblicken, was auf dem GeWete der 'iLlXTl “"f 

bu KK. dabrbundert geleistet w rlu ^ 

Moht vor der Erkeuntuiss versehEe».eu, L JL 0,^ df K 

grosses Reich der Wissenschaft erzwungen haber dl T‘^ 

verschwindcnd klein ist gegeniiber der\rbeit 1 1 

Geschlechtem zu thun noch ubrig bleibt ’ «»kimftigen 

irrr, t-r*- *■ 

auf jede wiseenschaftUche Disoiplin wiederholeu' i' ’’i'* " 
der TTuendUchkeit der Wiaseueohaft and d„ ’»Lh " 

scheidenen Maasses des bereits FirnncFf./ • J i^owuHstwerden des be- 

aer noch zn Ibsenden Aufgaben. ^ 

litonen, die Sie dazu berufen sind in t ’ 

PSiruag in der ™sen8chafaichcn ArbdtTu” uf’"""""''" 

entfemt, Sie zu eutmuthigen We„„ di,., i, "''it davon 

iu Ibueu die BescheideuheVwacr™ » r""” 

die Pietat gegen die Manner wach erhalt- ’ dasHtiliu* anch stets 

Kraften der Wissenschaft gedient haben.‘ Di^rPie^ 

ein Sporn sein, gleich jenen nicht in o. ! ^ ^ 

Ikren Kraften die menschliche Erkenntni I ‘•rrniideij, mit alien 

nncnc .Lrkenntnies schnttweise zu fdrfiern. 


anmerkung. 

Anderung gegen das Original. 

S. 422 Zefle l und 2 v. u. heisst der Text in, Original- 
Die Lage nnd die Geschwindigkeit der Bpwbo,, • 

rertikalen Kreise (der sogenannten>endelbeweK,Zi**°^* schweren Pmktes mf mem 

' R. F. 
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ANZEIGE BETREFFEND DIE tBERNAHME DEE BED ACTION 
DES JOURNAJLS FtlE DIE EEINE UND ANGEWANDTE MATHEMATIK. 

(Journal fur die reine und angewandte Mathematik, Bd. 109, 1892, zwischen S. 88 und 89.) 


Am 29. December 1891 wurde die matbematiscbe Welt durcb die Nach- 
ricbt von dem Hinscheiden des Herrn Leopold Keonecker scbmetzlicb iiber- 
rascbt. Scbwer getroffen seben sicb dnrcb diesen Verlust alle, welcbe an dem 
Fortschritte der mathematiscben Wissenscbaften Antbeil nebmen, scbwer ge- 
troffen alle die Korperscbaften, welcbe das Gliick gebabt, sicb seiner nner- 
miidlicben und segensreicben Mitarbeiterscbaft zu erfireuen. 

Die matbematiscben Arbeiten Kroneckers baben auf die Entwicklnng 
der Mathematik unserer Zeit einen so tief eingreifenden Einfluss ausgeiibt, 
xmd sie umfassen so ausserordentbcb viele Gebiete, dass eine angemessene 
Wiirdigung derselben an einem geeigneteren Orte Platz finden muss. Wir 
baben nur nocb die Aufgabe, dem Danke der matbematiscben Welt fiir die 
boben Verdienste des Dabingescbiedenen um unser Journal bier Ausdruck zu 
geben. 

Der unterzeicbnete gegenwartige Redacteur wird sicb bemiiben, der bis- 
berigen Tradition des Journals treu zu bleiben, und bittet die Matbematiker, 
aucb fernerbin durcb wissenscbaftlicbe Beitrage dem Journal ibr WoblwoUen 
zu bekunden. 

Berlin, im Januar 1892. • Fuchs. 
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t HEEMANN VON HELMHOLTZ. 

(Jotimal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 114, 1895, S. 353.) 


Die Eedaction erfiillt die schmerzliclie Pflicht, an dieser SteUe des 
scLweren Verlustes zu gedenken, welchen die wissensckaftliclie Welt duxch. 
das am 8. September v. -J. erfolgte Dabinscbeiden von Hermann v. Helmholtz 
erlitten bat. Es kann nicbt nnsere Aufgabe sein, die Verdienste des grossen 
Forscbers an dieser Stelle zu wiirdigen. An diesen Verdiensten sind so zabl- 
reicbe und verschiedenartige Gebiete menschlicben Wissens betbeiHgt, dass 
nur das Zusammen-wb-ken der verscMedenen Vertreter dieser Gebiete ein ge- 
treues Bild der wissenschaftlicben Thatigkeit des Dabingescbiedenen wird 
schaffen konnen. Unserem Journal wird alsdann die Ebre zufaUen, fiir die 
W^iirdigung seiner ausgezeicbneten matbematiscben Leistungen die wesentlicbe 
Quelle darzubieten. Seit dem Jabre 1858, wo H. v. Helmholtz im 55. Bande 
seine beriibmte Arbeit iiber die Integrale der bydrodynamiscben Differential- 
gleicbungen veroifentlicbte , bat derselbe das Journal durcb eine lange Keibe 
von matbematiscb-pbysikaliscben Arbeiten geziert, von welcben jede einzelne 
als Fundament einer Disciplin betracbtet werden muss. 

H. V. Helmholtz bat aber unserem Journal aucb nocb in weiterem Sinne 
sein Interesse erwiesen. Er bat es nicbt nur gestattet, dass vom 104. Bande 
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an dem liteMatte nntet die Namen der Mitwirkenden andi der sdnia. 
anf^ommen werde, aondem er hat auch aaine Mita-irk„„B durch wiS 
Anth^ahme gem bethatigt. wean dieaelbe in Ana„ruch gcnomlrw^ 
le e action darf daher die Ehre in Anaprach nohmen, unter dcnjenijren 
welche die wiaaenachaftUche Thatigkeit do, groaaen Ma„„o, m bcaondeS 
anke TeipSiohtet hat, in vorderster Reihe an stchcn. 
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NACHRUF. 

(Journal fur die reine und angewandte Mathematik, Bd. 115, 1895, S. 349—350.) 


Die Redaction Fat die schmerzlicFe Pflicht zu erfuUen, des Verlustes [349 
dreier MitarFeiter des Journals zu' gedenken, welcFe seit kaum einem JaFre 
der wissenscFaftlicFen Welt durcF den Tod entrissen woxflen sind. 

Akthur Cayley, geboren 16. August 1821 in RicFmond Surrey, war bis 
zum JaFre 1863 als Barrister at law tFatig, in welcFem JaFre er zum Sadle- 
rian Professor fur die reine MatFematik in Cambridge gewaFlt wurde. Diese 
Stellung bekleidete er bis an sein Lebensende. Er starb am 26. Januar 1895. 

Es ist uns versagt, bier den Lebenslauf sowie die reicFe wissenscFaftFcFe 
TFatigkeit des beruFmten GeleFrten zu scFildern, wie es iFm vergonnt war, 
in die in diesem JaFrFundert fur die matFematiscFen WissenscFaften neu 
errungenen Disciplinen scFopferiscF und fordernd einzugreifen. In vorzug- 
licFer Weise Fat bereits Professor A. R. Forsyth in den Obituary Notices 
of tFe Proceedings of tFe Royal Society Vol. 58 das Leben und Wirken 
Cayleys gescFildert (vgl. aucF t. "VIII of tFe Collected MatFematical Papers, 
Ferausgegeben von Forsyth, woselbst sicF aucF ein VerzeicFniss der Vor- 
lesungen befindet, welcFe Cayley in dem Zeitraum von 1863 bis 1895 in 
Cambridge geFalten Fat). 

Die matFematiscFen ScFriften Cayleys sind seFr zaFFeicF, ein grosser 
TFeil derselben stammt scFon aus der Periode vor 1863, indem waFrend der 
TFatigkeit am Bar die Zeit zwiscFen der Jurisprudenz und der MatFematik 
getFeilt war. 
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<3 i, T^ebzeiten eine voUstiintlim* Harnmlimo- 

Schnften untemommen, von welcher es ihm vergflnnt «lr . 1 ; . - 
Bando zu vollcnden. I)er weitpron A «»#“». ’ «i<*l)cn ersten 

dankenswerthor Wcisp Herr Forsyth “ f Jeser Au%u})e hut sich in 
den achten Band empfongcn haben. ^ ‘ ^ jungst 

3SO] Unscr Jonrnal hat ganz bcsonderen Anlass, das ^ndenken f-.v, ■ 

kohen Eliren zu halten. Vom 2‘» Band.. r1..« r. Itnken Cayleys in 

in sein letztes Lebensjahr durch seine unse! “t T™*" "!!" ^is 

J uurcn seme unschatzbaren Beitriig,, uusgPzeielmet 

»- .^z ";: t "rr;* ,- r 

Bande bis zum 78. — einc yierd.. kiiuiimdi — v.nn 43. 

zahl vorzuglicher Arbeiten iml den Ciebirten' ^n- 

Astronomie in den Mittheilnr,., . i der Cmometne, «ipr Optik, der 

und besotiders „uf die Theorie Ir Tuip2trIC‘t' ‘ '*“™’ 

hsche Untorsuchungon in Gr„™ Archrvtl'« T, 

sche Journal die Stiitte, an wolchpr .. -i ^^‘^‘*'^*‘^^k%wurduH<'iiEi,LE- 

Algebra, in der Geometric, in der Theori^^^ ' 'rt in der 

der Kugelfunctionen and der Moduk , ' ^^dFerenlialghk-hungen, 

conWn Abbiidnng nin 

*echnicnn. in KnnW,o, vl ^ it;;:; 

wrgnngsanstalt im Grosshmogtlram Jtadon T i ' 

An»ex .aUxeichnn Schriften in G«r. aU” ’in"” ..'v- 

im Journal von Toetolini, in doo D^rA i ^ /liniale^, 

- »d dex Kaisoxl/rkad : " i-nRoh. 

dex Mechanikfdex ^ <iao,l.,ic, 

Yanationsxechuung sind von dem in geiuem Sta Waclmngen un<t dci 

taataschen Wisgenschaftea uneimudliohen GeletalT 
rem Journal (von Band 34 bis 46) erschienen ^^kandlungen in un- 
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t KARL WEIERSTRASS. 

(Geb. 31. October 1815, gest. 19. Februar 1897.) 

(Journal fiir die reine und angewandte Matiematik, Bd. 117, 1897, S. 357.) 


Am 19. Februar dieses Jabres ist die mathematiscbe Welt durcb das 
Hinscheiden von Karl Weiekstrass in tiefe Trauer versetzt worden. 

Ton seinem ersten Auftreten in der matbematisclien Litteratur an bis in 
ein bohes Alter hinein hat Weierstkass die Wissenschaft nicht nur durch 
seine Entdeckungen bereichert, sondern auch durch sein Eingreifen in die 
Arbeiten der ■ Zeitgenossen und durch seine Lehrthatigkeit an der hiesigen 
Universitat, deren Zierde er iiber 40 Jahre gewesen, in einem solchen Maasse 
gefordert, dass eine Wiirdigung dieser reichen Wirksamkeit eine zu umfang- 
reiche Aufgabe ist, um an dieser Stelle.Platz zu finden. 

Aber die Redaction dieses Journals hat die besondere Pflicht, bier das 
Andenken des grossen Mathematikers zu ehren. TJnser J ournal hatte das 
Gliick, seine beriihmtesten Arbeiten in seine Spalten aufnehmen zu konnen; 
und unter den Mitwirkenden ziert der Name Weiekstrass unser Journal vom 
53. bis zum 117. Bande, wahrend die Bande 91 bis 103 ihn im Terein mit 
Kronecker als Redacteur bezeichnen durften. 

Berlin, im Marz 1897. 


Fuchs, mathem. Worke. III. 
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ERNST CHRISTIAN JULIUS SCHERING f. 

(Journal fiir die reine und angewandte Matliematik) Bd. 119, 1898, S. 86.) 


Atyi 2. November dieses Jabres verscMed nach langem Leiden der ordent- 
liche Professor der Matbematik an der Universitat Gottingen Eenst Schering, 
geb. am 13. Juli 1833 im Fprstbanse Sandbergen bei Bleckede an der Elbe 
(in der Provinz Hannover). Ausser durcb seine zablreicben auf die reine 
Matbematik und auf die matbematiscbe Pbysik beziiglicben Arbeiten bat er 
die matbematiscbe Welt ganz besonders durcb die im Auftrage der Konig- 
licben Gesellscbaft der Wissenscbaften zu Gottingen von ibm besorgte Heraus- 
o^abe der gesammelten Werke unseres grossen Lebrmeisters Karl Friedrich 
Gauss zu bleibendem Danke verpflicbtet. Seine eigenen Scbriften befinden 
sich ^osstentheils in den Nacbricbten und Abbandlungen der Gottinger Ge- 
seUscbaft der Wissenscbaften, eine derselben, zablentbeoretiscben Inbalts, bat 
der Verfasser dem 100. Bande unseres Journals einverleiben lassen. 

December 1897. 
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FEANCESCO BRIOSCHI f. 

(Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 119, 1898, S. 259.) 


Am 13. December 1897 verscMed in Mailand der Prasident der E. Ac- 
cademia dei Lincei, Director des E. Istituto tecnico Superiore in Mailand, 
Heransgeber der Annali di Matematica pura ed applicata, Francesco Brioschi. 
Die mathematische "Welt vereint sich mit dem Vaterlande des Dabingescbie- 
denen in der tiefen Trauer um den scbweren Verlnst, welcber die Wissen- 
schaft betroffen. An anderen Orten baben bervorragende Gelebrte die grossen 
Verdienste, welcbe Brioschi durcb seine eigenen ansgezeicbneten Arbeiten und 
dnrcb die For derung der matbematiscben Studien in Italien sicb erworben 
bat, in gebiibrender Weise gewurdigt. Wir baben aber die Pflicbt, an dieser 
Stelle des langjabrigen Mitarbeiters an nnserem Journale (seine Aufsatze be- 
ginnen im 50. Bande desselben) in dankbarer Pietat zu gedenken. 
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CHARLES HERMITE f. 

(Gel). 24. DecemLer 1822 in Bieuze (Lorraine), gest. 14. Januar 1901 in Paxis.) 
(Journal flir die reine und angewandte Matliematik, Bd. 123, 1901, S. 174.) 


Der Anfang des Jahres 1901 bracLte der matbematisclieii Welt die 
schni,erzlich.e Trauerkunde , dass ihr Altmeistex CharIjES Hermite am 14. Ja- 
Ruat aus diesem Leben gescbieden ist. W^eim diese Kimde iibeiall atif dem 
ganzen Erdball die Herzen derer, welcbe die matbematiscben Wissenscbaften 
pflegen, tief erschiittern musste, so sind es die deutscben Matbematiker, welcbe 
durcb die ganze Scbwere dieses tranrigen Ereignisses nicbt weniger betroffen 
worden sind als die Verebrer des grossen Mannes in seinem Vaterlande. Der 
Verewigte bat nicbt nur mit den matbematiscben Eorscbem Dentscblands 
wabrend seiner ganzen Lebenszeit in engster Vexbindung gestanden, sondern 
ancb an ihren wissenscbaftlicben Arbeiten in bervorragender Weise sicb be- 
tbeiligt und fiir die Verbreitung der Resultate dieser Arbeiten in die weitesten 
Kreise Sorge getragen. 

Die Redaction dieses Journals bat einen Mitarbeiter verloren, welcber 
ein balbes Jabrbundert lang eine der bocbsten Zierden des Journals gewesen 
ist. Seine rubmreicbe Mitwirkung am Journal beginnt 1846 im 32. Bande 
desselben mit der Arbeit »Extrait de deux lettres de M. Charles Hermite a M. 
C. G. J. Jacobi« und scbliesst im Jabre 1896 im 116. Bande ab. Es gestattet uns 
nicbt der Baum, an dieser Stelle in eine angemessene Wiirdigung der boben 
Bedeutung der zablreicben Arbeiten des Meisters auf den Gebieten der Zablen- 
tbeorie, der Algebra, der Tbeorie der Formen und der Analysis, und des 
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machtigen Einflusses einzutrcten, welchea sie auf die AutbiWwng cier genanntea 
mathematischen Disciplinen durch seine Schiiler ausgciibt ljuben. Kin Holcbos 
Untemehmen erhcischte cine geschichtliche Darlcgwng tier inatfiemutischen 
Bestrebungen seiner Zcit. Auch sind unserc Herzen fiber tb*ii \'«*rhist deg 
Mannes nocb zu tief bcwegt, uni einer so schwierigcn Aufgabe nuh,*zutreten. 
Selten mag es in der Gescbicbte der 4Mathem{itik vorgekomnu'u stun, dagg 
ein Gelehrter seinen Zeitgenossen auch ah Mensch sti mihe getreten iJt und 
mit der Verehrung auch die Liebe d^rselben gewonnen hat. Jedt's aufrichtige 
wissenschaftliche Streben erregte scin Interesae, gleichgiiltig td* tier Htrebende 
seinem Vaterlande angehortc oder dem Auslande; untl es war ein Ausflusg 
seiner unbegrenzten und unparteiiachen IMw mt Wissenseimft , tiass i}„, 
der lebhaftesten Theilnalirne fiir das wiasensfliaftliehe Sfreben nueh tlit* horz- 
liche Theilnahmo fur die Person des Strebendeii erfiillte. 

Wir werden seiner stets in Verehrung und Liebe gedeuken. 


Gdttiiigen, Druck der 


Dietorich’gchoa Umv.-B«,.hdnickerd (W. Fr. Kaentner). 
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SACHEEaiSTER 

zur Tlieorie der DifFerentialgleichungen und zur Functionentheorie 


‘Abbildung 

durch eine rationale Function: 

Abb. XIV, Bd. I, 361, 

„ XV, „ I, 413, 

„ LV, „ III, 75, 

„ LVIII, „ III, 108, 

„ LXXII, „ III, 313; 

durch eine algebraische Function: 

Abb. XVII, Bd. I, 457, 

„ XVIII, „ I, 473. 

Grenzkreis, Bd.I, 363, 379; Bd.III, 75, 103. 
Eegel fur den Kadius des Grenzkreises, Bd. I, 
369, [411]; Bd. Ill, 78, 110, [116]. 

— von w + 1 beliebigen Punkten auf die 
(m + iy®^ Einbeitswurzeln, Bd.I, 370 ff. 

Beispiele, m + 1 = d:, Bd. I, 380 ff. 
Anwendung zum Studium einer Function mit 
einer endlicben Anzabl von Verzweigungs- 
punkten, Bd. I, 389 ff; Bd. Ill, 112. 
Insbesondere der Losungen linearer homo- 
gener Differentialgleicbungen mit ratio- 
nalen Coefficienten, Bd. I, 391 ff. 

Vergl- Ubefgangssubstitutionen , Funda- 
mentalsystem. 


Adjungirte lineare Differentialglei- 
chung, Bd.I, 416 ff. 

Definition, Bd. I, 421. 

Adjungirte Fundamentalsysteme , Elemente, 
Bd. I, 422, 

Fiir den FucHSScben Typus ; Beziebung zwi- 
scben den determinirenden Fundamental- 
gleicbungen adjungirter Differentialglei- 
cbungen, Bd. I, 419 ff. 

Beziebung zwiscben den Substitutionen, die 
adjungirte Fundamentalsysteme erleiden, 
Bd. I, 434 ff 

Differentialgleicbungen, die mit ibrer Ad- 
jungirten zu derselben Klasse geboren, 
Bd. Ill, 300. 

Vergl. Associirte Differentialgleicbungen. 
Algebraische Gebilde, die eine Involu- 
tion zulassen. 

Abb. XLVm, Bd, II, 417, 

„ LI, „ n, 453. 

Algebraisch integrirbare lineare 
Differentialgleicbungen 
geboren zum FucHSscben Typus, Bd. I, 
199. 


1) Die Abbandlungen I — IV des ersten Bandes, LXXIV, LXXV, LXXVII LXXXYI^ des dritten 
Bandes sind in diesem Sachregister nicht berucksichtigt. Bei den einzelnen Stichworten ist in der Eegel 
nur diejenige Stelle angegeben, wo der betreffende Gegenstand am vollstandigsten erortert ist. 
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a) Zweiter Ordnung: 


Abb. XIX, 

Bd. n, 1, 

„ XX, 

S D, 11, 

s XXI, 

s n, 63, 

„ xxn. 

s n, 67, 

„ xxm, 

„ n, 73 , 

„ XV, 

„ n, 115. 


Eigenscliaften irred-actibler algebraisclier 
Gleichungeu mit rationalen Goefficien- 
ten, insbesondere solcher, deron Liisun- 
gen homogenen linearen Diffcrentialglei- 
cbungen zweiter Ordnung gcntigen, 
Bd. 11, 18, 22, 116 ff. 

Kriterien daffir, dass eine lineare Diffe- 
rentialgleicbung zweiter Ordnang durch 
die Wurzel aus einer rationalen Func- 
tion befriedigt wird, Bd. II, 15 ff. 
Eigenscliaften linearer Differentialglei- 
cbangen zweiter Ordming, die nur algc- 
■ braisebe Integrale liaben, Bd. II, 17 ff. 
Der zu der Differontialgloiclmng gehorige 
Grad, Bd. II, 27, 117. 

Kriterien filr algebraiscli intogrirbare li- 
neare Differentialgloichungen zweiter 
Ordnung, Bd. II, 44 ff, 49 ff., 52 ff., 
56 ff., 59 fl‘. 

Die Nenner der Wnrzcln der detennlni- 
renden .Fnndameutulgloiclmngen sind 
nicbt grosser als 10, Bd. II, 53, 184 
138, 140, 142. 

Vergl. Primfonnen, Rcdncirtes Wnrzel- 
system, GaussscIic Differentialglei- 
clmng. 

b) Dritter und holiorer Ordnung- 
Abb. XXXIX, Bd. II, 289, 

>> n 11, 299, 

» LVI, „ III, 81. 

Zwiscben den Integralen bestebcn bomo- 
gene Eelationen hbheren als ersten 
Grades, Bd. II, 299. 

Durcb eine Transformation wird erreicbt, 
dass die Integralquotienten die gleicben 
Wertbe nicbt in zwei verscbiedenen 


Pnnktai der nnul.biingigen Variabeln 
annebmcn, Bd. II, 314. 

Anwendang der AurMchen Integrale ftir 
» = 8, Bd. II, 324 ff.; Bd. HI, 94 g 

Satze fUr j) > 1 , Bd. II, 331, 

* n V— I, „ II, 332ff., 

„ „ jri = 0, „ II, 3,3511; 

Vergl. Homogeiw Bektion, Invarianten, 
Kcdadrto Wunselsystcnie, IlEKMiTEscbe 
Fonutn. 

c) Hbptom Bediiiguiig fiir diw Vorlmnden- 
sein einea ganzeii ratiramlen Integniles 
Abh. BVir, Bd. in, 119 
Algcbraiacli infogr irliaro nicbt line- 
arc Differentialgleiebnngen erster 

Ordmiji g. 

ForoiihreK liitegrak, Abb XLV, Hd. II, 873, 
A n a 1 y t i « c !i 0 Form eiiie.s Fumimnental- 
aystetns, siclie nntrr bbindainenfalsystom. 
Analytiselie Fnuctionen, Ikl, H, 191 
[21 2J, 3BI ff„ f 

Anfangswertbc cinen jiurticnUiri'ii Integrals 

einerlinetireiibitmog.-miiDifr.-rMdialgb.icliung 
Bd. 1,101, 

— cim'.H Integrals einer 1 ‘iffemitialglciehnng, 
Bd, II, 3.5.5; ne«(‘ Oelinition .ii-i-Melbeii, Bd. II, 
4«7. 

I — , inwielcrn die.ielben eiii Integral einer Diffe- 
j fenfialgleiebiing erster t Iriinnng bestinnui'ii, 

Bd. n, .IKifl., 

; As.Mociirte 1) i f i ere n t i a I g 1 e i <• Ini ngen, 
B'L HI, I ff., 267, 2h;t, 

, jjtfi jijj. iJiffcroiijiidgleicIiungen 

I der Ordnung 2w, Bd. HI, 2 IT. 

I C^uudrati.sebe lorni huh dt-n Ableilungi-n ilirer 

Liisuiigen, Bd. Ill, 7, 14 ; ibre luijungirtt! 
Differantialglcicbung, Bd. Hi, 9 11 ., 1.5 ff 
Klassenbezieiiuiig zwi.scbiui tier geeiguet tran.s- 
fortnirten iiiittleren Associirten und ihrer 
adjungirten Oifferentiulgleiebung, Bil. Ill, 
9ff., 305ff. 

MuctibiIitatdernnttk‘renAs.so(-iirfen,Bd.III, 

19 fi’., [71J, 299, [31JJ; fiir die Diffe- 
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reiitialgleichuiigen d^r Periodicitatsmodtiln, 
siehe Periodicitatsmodnln. 

Ausserwesentlicli singularer Punkt 
einer linearenlioinogenen Differentialgleichring, 
Bd. I, 232. 

Bedingungen fiir das Aaftreten eines solcten^ 
Bd. I, 235 £ 

In einem solclien Punkte versckwindet die 
Determinante des Pundamentalsystems, 
Bd.I, 233. 

Beziehungen zwiscken festen Integralen von 
Di£erentialgleicliungen erster Ordnung nnd 
solchen mit willktirliclien Anfangswerthen, 
Abli. LIII, Bd, II, 467; 
fiir die Integrale einer speciellen Gleickung 
erster Ordnung, Bd. II, 475 £.; 
fiir die Integrale eines speciellen Systems 
von zwei Differentialgleichungen erster 
Ordnung, Bd. II, 483 £ 

Vergl. EuLERscher Satz. 

Briot und BouQUETscheOifferential- 
gleicliungen, 

Binomische, die durch eindeutige doppelt- 
periodische Functionen integrirt werden, 
Abli. XXXVII, Bd. II, 283. 

Allgemeine, Bd. II, 367. 

— , Kritik der Arbeit von B. und B., Bd. II, 
392 £, 396, 411. 

CAUCHYSche Differ entialgleichung, 
lineare bomogene Di£erentialgleicliung des 
FucHSscben Typus mit einem singularen 
Punkte im Endlicben, Bd. I, 199. 

Constantenzalilung fiir die lineare homo- 
gene Di£erentia]gleichung des Fucnssclien 
Typus, Bd. I, 201 £, [157]; Bd. Ill, 183 £, 
[196]. 

C 0 nvergenzb eweis fiir die nach positiven 
ganzen Potenzen von x — ct fortschreitenden 
Eeihen, die einer linearen homogenen Di£e- 
rentialgleichnng geniigen, wenn a eine regu- 
lare (nicht singulare) Stelle ist, Bd. I, 160 £ 

— fiir die nach Potenzen von x — a^ fort- 


schreitenden Eeihen, wenn ein singularer 
Punkt einer linearen homogenen Differential- 
gleichung Ordnung ist, in dem die Coefd- 
cienten bezw. von der ersten, zweiten, . . 
^ten Ordnung unendlich werden, Bd. I, 190£ 
Vergl. Eeihenentwickelung. 

Determinante eines Pundamental- 
systems, Bd. I, 166, 169. 

Deter minirende Pundamentalglei- 
chung, Bd. I, 188, 213. 

Definition, Bd. I, 220. 

Beziehung zwischen ihren Wurzeln und den 
Wurzeln der Fundamentalgleiehung, Wur- 
zelgruppen beider Gleichungen, Bd. I, 2 1 3 £ 

Dif ferentialgleichungen erster Ord- 
nung 

mit festen Verzweigungspunk ten, Abh. XLUr, 
Bd. II, 355. 

Bedingungen, damit nicht ein willkiirlicher 
Punkt Verzweigungspunkt eines Integrals 
sein kann, Bd. II, 359 £ 

Theorem, Bd. 11, 364. 

Der Fall p = 0, Bd. II, 365, 

Der Fall p = 1, Bd. II, 365 £ 

— , Character ihrer Integrale , Abh. XLVI, 
Bd. II, 381. 

Beispiel , EiccATische Differentialgleichung, 
Bd. II, 384£ 

Theoreme, Bd. II, 386 £ 

— , Werthe ihrer Integrale in singularen Punk- 
ten, Abh. XLVII, Bd. II, 391. 

Vergl. algebraisch integrirbare, Verzweigungs- 
punkte, Integrale, analytische Function, 
Briot- und BouquetscIio Di£erentialglei- 
chung, EiccATische Differentialgleichung, 
singulare Punkte, Beziehungen zwischen 
Integralen. 

Elemente eines Fundamentalsystems , siehe 
Fundamentalsystem. 

EuLERScher Satz, seine V erallgemeinerung 
fiir Differentialgleichungen in separirter Form, 
Bd. II, 472; 
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fiir allgemeine DifferentialgloichungeE der 
vierfech periodischen Functionen von zvrti 
Variabeln, Bd. II, 474, 475. 

Exis tenzbeweis fiir die Integrale lme®er 
bomogener Differentialgleicbnngen , Bd, I, 
160 £5 Bd. Ill, 245 ff. 

Exponent, zu dem ein Int^pml einer llnea- 
ren homogenen Differentialgleicbimg gehlSrt, 
Bd. I, 181. 

— , zu dem eine Function F geliort, Bd. I, 196. 

FI ^ die, innerbalb deren die Integrale einer 
linearen bomogenen Differentialgleicbimg ein- 
deutig continuirlich undendlieh sind, Bd.1, 1 6S. 
For men, gebildet aus den Elementen eines 
Fundamentalsystems einer linearen homoge- 
nen Differentialgleicbimg, 

a) binM-re, ftir lineare Differentialgleichimgen 
zweiter Ordnung, Bd. 11, 19ff.*, sie ge- 
ntigen linearen Differentialglei chungon, 
Bd. II, 46 ff, vergl. 385 ff; inshoBondcre 
quadratische , Bd. II, 309 ff., BB7 ff., 
Bd. Ill, 381 ff 

Hire Covarianten, Bd. 11, 1 9 fil 
Formen, die gleich Wurzeln auB ratio- 
nalen Funetionen sind, ihre (lovarianten, 
Bd, II, 21 . 

b) temare, fiir lineare Differentialgleicbnngen 
dritter Ordnung, Bd. 11, 299 ffl 

Vergl. Homogene Relation, IlERMiTBscbe 
ITormen, Primformen, HESSESche Oova- 
riante. 

Fuchs seller Typus linearer bomogener 
Differentialgleicbungen, Bd, I, 1 78 ff 
Die Integrale werden mit einer endlicben 

Potenz von x-a bezw. i multiplicirfc 
mcht mehr unendlicli, wenn a ein hn 
Endlichen gelegener singularer Punkt 
bezw. as = cjo ist, Bd. I, 179. 

Die Integrale haben keinen Punkt der Un- 
bestimmtheit, Bd. Ill, 22. 

Die Integrale sind tiberallbestimmt, Bd. Ill, 8 S. 
Die Integrale sind regular, Bd. HI, 99. 


jfc onn der Ooelficientou fiir oine Difforential- 
gleichungdes Fifasschen I'yjnw, Bd.I, igc 
BeweLs, dass die Form hinreicheml ist, Bd I 
188 ff. ’ ■ ’ 

Veig!. CAutuvwhe Differentialgleichung, 
OABSUsche Differentiuigloielmiig. 
Fundainentalglcicluijig, die zu cinem 
singulten Puiikte eiucr linearen bomogenen 
Differentialgleichung gohiirt, Bd. I, 172 , 
Vergl. dctcrmiiiiiimdo Fmalaineutidgieichung, 
Fundaiacntalsnbsti tilt ioiien, 
anfgestellt fiir die lineare Differmitialgleiehung 
dcrcllipfiiichen l*eriiHlicitjitMn«iltiln eratcrund 
zweiter (Itittung, Bd !, 27 } ff; Bd, 11, HH£; 
der ultraelliptisrjiwi I’eriiHiicitHtsiuodabi, Bd. 
Ill, IJfi; 

dosgl. fiir ibre iitiulere AssiH-iirte, Bd, III, at;. 
F u n d a in e n t a 1 .. y s t e in ^nii I tilegralen einer 
linearen boinogeiien Diffmndijdgleirhtmg, Ele- 

I. IMniliim, llil i, 165; li., Bill, 

167. 

ill!.. I, IBM, 

— , liiih zn mmn nhv^ulkrm .fbiiikli'* gfblirt, 
«»ine iimilyljurb** Fiinit 

a) ini Fallo ili*r Fuiulii- 

ntuiffulgbdrliiing, lid, F I7:»; 

b) iiii Fulb* inf'brtarhur Wbir/.idn d«‘r Ftinita- 
inimtiiitgbdrlitmg, Bd.I, 174 If. 

Vorgl, ^ Liigiirifliniim. 

— , das tmn dt*r F«iidafi»*iitaIglr'Hdmijg tiir idiam 
belicbtgmi Fiiibiuf anulyti- 

«cbo Form, Ihl. IIF ff, 

Traimfomialioii oil m n Fnrid at iiriitalny st f ms, 
,Bd. 1, 208 «: 

■ — , da« zu dcii iiinguliitf'ii Fuiikfon gidabi 
auCge«tsIlt fiir die LEOiLMmimdie Ifffferential- 
gleiehung cier ellijiftscben Fe riodicitiiti^niwlula 
emter G..attimg, Bd. I, 274 ff; Ilii. 11, HH ff 
Desgleicben zweiter Gattmig, Bd. 11, 107. 
Doigleicbeii fClr die nltrueiliptiselioii Ferio- 
dicitatamodula, lid. Ill, 50 ff 
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Ftmdamentalsys tern von Integralen einer 
linearen homogenen Di&rentialgleiolmng, 
Darstellung in zwei Gebieten 6?^ , Gj , Bd. L 
/ 392, 40L 

Bei spiel der linearen Bifferentialgleichung 
zweiter Ordnnng des Fucnssclien Typus 
mit 4 singnlaren Punkten, Bd. I, 403 ff. 
Fnnktionen F, Bd. I, 196. 

CrAUSSSche Differentialgleichung, 
Bd. T, 200 £ 

— , algebraisch integrirbare, Bd. II, 54. 

— , als Beispiel, Bd. 11, 68 £ 

— , mit einem ganzen rationalen Integral, 
Bd. Ill, 100 £ 

Vergl. Eelationen. 

H anptintegral, zu einem Punkte gelioriges 
einer nicht homogenen linearen Differential- 
gleichung (integral prineipale), Bd, I, 298. 
Hauptschnitt der zu einem hyperellipti- 
schen Gebilde geliorigen zweibl^ttrigenFlaclie, 
seine Anderungen bei Anderungen eines Para- 
meters, Bd. I, 242 ff. 

HERMiTESche Formen, gebildet aus den 
Elementen eines Fundamentalsystems , Abh. 
LXV, LXVI, Bd. Ill, 219, 241, 

— , invariante fiir die Substitutionen der Gruppe 
einer linearen Differentialgleichung, Bedingun- 
gen damit eine solche existirt, Bd. Ill, 226,233, 
Eigenschaften der Substitutionen in diesem 
Falle, Bd. Ill, 231, 234, [240]. 

Satze tiber lineare Differentialgleichimgen, 
deren Losungen von endlicher Vieldeutig- 
keit sind, insbesondere algebraisch inte- 
grirbare, Bd. Ill, 236 ff., [240]. 
Homogene Eelation zwischen den Elemen- 
ten eines Fundamentalsystems 
a) ftir Differentialgleichungen dritter Ord- 
nung des FucHSschen Typus , mit ratio- 
nalen Wurzeln der determinirenden Funda- 
mentalgleichung, Bd. II, 300 ff. 

Ihre HESSEsclie Covariante, Bd. H, 300. 


1st die Eelation von hoherem als dem 
zweiten Grade, so ist die Differential- 
gleichung algebraisch integrirbar, Bd. II, 
307, [339]; Bd.IH, 83ff., 92ff., 331ff. 
Quadratische Eelation, Bd. II, 309 ff., 
837£; Bd. Ill, 331£ 
b) fiir Differentialgleichungen Ordnnng, 
Bd. m, 325 ff. 

Eine Eelation, die sich bei jedem IJm- 
lauf mit einer Constanten multiplizirt, 
Bd. Ill, 331 £ 

Vergl. algebraisch integrirbare lineare Diffe- 
rentialgleichungen, Invarianten. 
Hyperelliptische Integrale, ihre Ee- 
duction, Bd. I, 254 ff. 

Vergl. Periodicitatsmoduln , partielle Diffe- 
rentialgleichungen. 

Hypergeometrische Function 
Ordnung, Abh. XI, Bd. I, 311. 

Integral einer Differentialgleichung 
erster Ordnung und eines Systems, 
neue Definition, Bd, II, 467 ff. 

Integrale linearer Differentialglei- 
chungen in der Form von bestimmten 
Integralen, Bd. I, 315, 318; Bd. Ill, 373. 
Integration einer Differ entialglei- 
chung nacli dem gegenwartigen Stande der 
Wissenschaft, Bd. I, 159; Bd. II, 370. 
Invarianten fiir lineare Differentialgleichun- 
gen dritter Ordnung bei Transformation der 
unabhangigen Variabeln und Multiplication 
der abhangigen Variabeln mit einer Func- 
tion, Bd. n, 303 ff. 

Sie verschwinden , wenn die Integrale eine 
liomogene (quadratische Eelation befrie- 
digen, Bd. II, 310 ff. 

Klasse linearer Differentialgleichungen (ini 
Anschluss au EiEMANN), Bd.m, 17, [70], 119. 

. Satze fiber Eeductibilitat, Bd.IH, 18, 19. 
Es giebt stets eine Differentialgleichung der 
. Klasse, fiir die die Wurzeln der determi- 
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nirenden Fundamentalgleichungen abnokt 
genomaen kleiner aind als Bins; 
wemx keine ganzzakligen Wm^zeldiffereazM 
vorhanden, Bd. Ill, 146 ff. 
weim solcke vorliandeE, Bd. Ill, 170 il 

Klassenbeziehmng 

zwischen den Periodicitatsmoduln der ellip- 
tisclien Integrale erster und zweiter Gat- 
tung, Bd. II, 105, 

zwischen denen der liypereiiiptischen Inte- 
gi-ale, Bd. Ill, 80, 38. 

Lamias die Differentialgleich ungen, 

Abh. XXVr, Bd. II, 145, 

„ XXVII, „ II, 151, 

„ XXVIII, „ 11, 161. 

Herleitung eines zweiten Integrals aus dem 
ersten flir einen speciellen Fall der LAMi“ 
scben Differentialgleicbung, B<1, 11, 146,1 67, 
Ausfiilining der Integration nnd Bestimmung 
der Parameterwertlie fiir die das zweiie I 
Integral einen anderen Character hat, Bd. li, j 
147, lG7ff, I 

Lineare Differentialgleichungen zweiter Ord- 
nung mit rationalen Coofficienten, die ein 
Integral besitzen, dass sich bei jedem Urn- 
laufe mit einer Constanten multiplieirt, 

Bd. II, 152 (vergl, algebraiscb integnr- 
bare Differentialgleiclmngen). 

Besondere Fulle, die sich durch Annnsche 
Fnnctionen integriren lassen, Bd. 11, 155 ff. 
LAMi^sche Differentialgleiclmng, ihre Inte- 
gration, Bd. 11, 155 £, 166 ff. 

Lineare Differentialgleichungen Ordnung, 
deren Integrale doppeltperiodische Fimc- 
tionen zweiter Art sind, Bd. II, 161. 
Besonders w = 2 , Form des Coefficientcn, 

Bd. 11, 162 ff. 

LEaENDREsche Differentialgleichung 
fiir die Periodieitfttsmodulh des elliptischen 
Integrals erster Gattung, Bd. I, 271; 

Bd. II, 87. 

Desgleiehen zweiter Gattung, Bd. II, 106. 


Vcrgl, Fimdameitalsy.^tem, b'uiulamentalsnb- 
^itutionan, lineare Siiimfifutirni, Quotient 
liZ. 

L» 0 EM 0 EEielie Reliition, Bd. I, 292- 
Bd. II, I0«. 

Lineare Bif fereiitialgleieliungon, 
zxLT allgaineiniti Hieorie tlerselben, 

Abh. V, Bil I, III, 

„ ¥ 1 , „ I, LV.I, 

„ VII, pi, 2415. 

Lineare Biffereiitialglciicliinig, deren 
Integrale keineii Pniikt tier Ibibesliramtheit 
Imben, sielia Fttrirumdier 'fjims. 

— , deren Integnile aigelinilwdie Ftinefionen 
aind , aielie iilgebraimdi inlegrirbare lineare 
Bifferentialgleieliungen. 

— , deren Coeflidenfen in der IJiiigobiing eines 
Pnnktea eindeutig wild, nnd iteren Integrale 
daialbst nidit tinbesiiiiiiiitt sind, Bd, I, 211 ff. 
Form der Oodlidenfen, lid B 212. 

— fflr die Afdi'itniigon der Idistingan 
einer gegelienen, I Id. I, 2 dH. 

— , deren Integnde doppeltpenndiMdie Func- 
tionen zwi.*itei‘ Art aiiai , sielie Lam^scIic 
B ifferentlalgkii’hwrig. 

— , deren Grii|ijit von einwii Parameter nn- 
abhfingig ist,. 

Abh. LIV, Bd. III. I. 

„ LIX, .. HI, 117, 

p liXIl, „ HI, 162, 

„ LXIV, II!, 2tH, 

„ I.XIX, „ III 2i;7, 

„ LXXi, p HI, 225. 

Bedingiingen dnffir, Bd. Ill, 2Clff.,, 22 ff, 
[70, 71], PiiHi:, 125 ti; 305 f. 
Eigenscliaften de.s C^mffieienten der liiiclisteii 
Ableltung in dem Aumlrneke der Dexi- 
viarten dan Integrals naeb dem Parameter 
Bd. Ill, 179, 180 ff. 

Bia ^Ooeffidenten der Ableit ungen in diesem 
Ausdrucka genligen eintiin Hystem linearor 
Biffarontialgleiclmngen, Bel III, 1 23, 1 89 ff.y 
270 C 
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Discussion fiir n = 2 , Beispiel, Bd. Ill, 
191 ff., [197]. Vergl. partielle Differential- 
gleicliungen. 

Vergl. Perioclicitatsmoduln, Eeilienentwicke- 
limg, algebraiscli integrirbare lineare Diffe- 
rent! algleicbungen , associirte Differential- 
gleicbnngen, LAMi^sclie Difierentialgleicbnn- . 
gen , adjungirte Differentialgleichiingen, 
HeemitescIio Formen. 

Lineare Substitution, die ein Funda- 
mentalsystem einer linearen homogenen Diffe- 
rentialgleicbung erleidet, wenn die unabhan- 
gige Variable einen Umlauf um einen sin- 
gularen Punkt vollziebt, Bd, I, 170 ff. 

— mit ganzzabligen Coefficienten, entsprecliend 
den Anderuiigen der Periodicitatsmoduln 
hypereliiptischer Integrale bei Umlaufen eines 
Verzweigungspunktes, Bd. I, 251 ff. 

— , allgemeine Form der zu einem beliebigen 
Umlaufe gebSiigen, fiir die LEaENDREscbe 
Different! algleicliung, Bd. II, 96. 

Logaritbmen in der analytiscben Form des 
zu einem singularen Punkte einer linearen 
homogenen Different algleichung geliorigen 
Fundamentalsystems, 

treten niclit auf, wenn die Wurzeln der de- 
terminirenden Fundamentalgleichung sick 
nicht um ganze Zalilen unterscheiden, 
Bd. I, 198; 

Eigenschaften der Coefficienten der Loga- 
rithm en, Bd. I, 206 ff.; 
treten notwendig auf, wenn die determini- 
rende Fundamentalgleichung gleiche Wur- 
zeln hat, Bd. I, 219. 

Allgemeine Bedingungen fiir das Auftreten 
bezw. Nichtauftreten von Logarithmen, 
Bd. I, 227, 228 ff. 

Andere Form dieser Bedingungen, Bd. I, 236 ff. 

Modulfunctio n, 

Abh. XXIV, Bd. II,. 85, 

„ XXIX, „ IL 177, 

„ LXI, „ III, 159. 

Fu(5lis, watliom. Worke. III. 


Vergl. LEGrENDREsche Differentialgleichung, 
Quotient H; 

Modulfunetion, ihre Verallgemeine- 
rung fill’ p = 2. 

Formulirimg eines Umkehrproblems fiir drei 
Functionen von drei Variabeln, die aus 
zwei zu derselben Klasse geliorigen line- 
aren Differentialgleichungen vierter Ord- 
nung entstehen. Bd. Ill, 41. 

Fur die Periodicitatsmoduln der beiden ultra- 
elliptischen Integrale erster G-attung sind 
diese Umkehrungsfunctionen eindeutig, 
Bd. Ill, 43 ff. 

Die realen Theile und Coefficienten von i fiir 
gewisse auftretende Grossen, Bd. Ill, 6 O ff. 
Herleitung der EiEMANNSchen Ungleichung 
fiir die Periodicitatsmoduln der ultraellip- 
tiselien Integrale, Bd. Ill, 66. 
Verallgemeinerung der Methoden von Abli. 

XXIV, Bd. Ill, 67 ff, [72]. 

Vergl. Umkelirprobleme, partielle Differential- 
gleichungen. 

Nichthomogene lineare Differential- 
gleichungen. 

— , ihre Untersuchung zmnickgefithrt auf die 
von zwei homogenen Gleichungen, Bd. I, 221. 
Bedingungen fiir die Coefficienten, damit die 
Integrale nicht unbestimmt werden: 
in einem Punkte, Bd. I, 222, 
in der ganzen Ebene, Bd. I, 223. 

^ — , ihre Integration, Bd. I, 296ff, 

Vergl. Hauptintegral, Eeihenentwickelung, 

partielle Diff erentialgleichungen, 
Systeme simultaner, ihr Auftreten bei line- 
aren Differentialgleichungen , deren Gruppe 
von in den Coefficienten auftretenden Para- 
metern unabhangig ist, Bd. ITT , 125 ff. 

Die Differentialgleichung der Periodicitats- 
moduln AsELscher Integrale als Beispiel, 

Bd. in, 127 . 

Die Untersuchungen von Picard, 'Appele 
57 
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und Hoen in ihram Bezielmngca 2111 

wolmlichenlinearenDifferentialgleicliungew, 
deren Gnippe von ainein Parameter nn- 
abhangig ist, Bd. Ill, 130 ff. 

Die Satze von Horn xiber den Fall, wo aich 
die Integrale regular verhalten, Bd . II 1, 133. 
GewJibnHche lineare Differentialgleicbung 
Ordnung, deren Integrale ala Fimetionen 
eines Parameters einer Hncaren Differential- 
gleichung Ordnung genfigen, Abh, 
LXIV, Bd. Ill, 201, 

Die hyperelliptiscben Intc^grale ab Beispiil, 

Bd. Ill, 202. 

Behandlung von w = 2, w = 8, Bd. Ill, 202 ff 
Die Differentialgleicbung zweiter Ordnung 
hat entweder 

a) ein Integral (lessen logarithmische Ah- 
leitung rational ist, IW. Ill, 211 ff, odor j 

b) ibre Gruppe ist von dem Panuneter j 

unabbllngig, Bd. Ill, 211. I 

P artielle Differentialgleichungen, | 

erster Ordnung, Bd. Ill, 271 ff ! 

— ftir (lie realen Theilo und Coeffieienten ? 

* 

von i der Lcisungen linearer Differential 
gleicliungen, Bd. Ill, 234 fll 
P 0 r i 0 d i c i t E t »s m 0 d xi 1 n . 

— der byperolliptischcn Integrale als I'lmelio- 
nen eines Parameters, Abb. VIII, Bd. I, 241. 

Ihre Andoriingcn bei llmlaufen ties I^ura* } 

meters, Bel 1, 24 B. j 

Die dicsen Anclerungen enf.spnH'hendcn ganz- ; 

Ealiligen lincaren Sxibsiitutiomai, wenn der 
Parameter ein Verzw'eigun,gHpuukt i.Hl, 

Bd. 1, 250 ff. ' 

Lineare homogenc DifiercxxtialglOeliungen bir j 

die liyperelliptisclien Periodicilatamoduln, ; 

Bd. I, 253. 

Ihre Gruppe ist von den in don 0(>effiiaen« 
ten auftretenden Parametern xinal>IiHngig, 

Bd. Ill, 32. 

Bestiminung der Goefficienten dieser Diffe- 
rentialgleiclixxngen, Bd. I, 259, 264. 

Die TVxirzeln ihrer determinirenden Pxinda*- 


mtiilalglticliiiiigen ^IimI ratiuimlo Ziihleii 
IM. I, . 162 , ' 

Eiplicite Aiifitolliiiig dor Difforeiilialgloielmn- 
gta ft.r dcii Fall Iiy}iert?Hijiti;4r!ier la^. 
gmb I iiiiti li Oiittiing, Iki I, 265 £. 
IM, HI, fi. 

Umghtthm filr daif fllipllmdio liilegrnl erster 
Gatliwfi IW» I, 17 1 1 W. II, H 7 , 
filr fill* Integml 

fir Galiaiif, M, II, Hill. 

DtPgIfkbwi {fir dit 
Bd. 1, 271; Ilii lil, :I5 
Aiifiitfllttiig dor iiiilllrroii AwMicIirton mill 

Btl III, :i:*, .16 

l)mmluhw Ammllrir bi reiliiriibol llii,IIb16, 
P 6 r i o il i € i Hi I i III «i <1 II 1 II ilor A iiriM'liori In- 
tognilo, lineiife I df1Vr«iitia!g!rir!ii!iig« fiir 
xliewlbeii, 

Abb. Xlll. Bil I. 14 : 1 , 

LXVIiP . Ill 24;i 
I.XX, . til 2^:1 
Die nieli iiirfil Ve.«Woigiiiigii* 

|iiiiikfe einer iilgidiini.wr!iiii kliriiitn 

■iiIm viiii einiiteii’r iiiiiilj}t»!ig.ig l«''t.riirl'itet 
werden, llil, I, II I, 

Idiieaw* Ditli*riiilialg!i‘lrliiiiig f’llr die Periie 

diei|iil*iniinli|||i iilii Ptiiirt.j>iiieii nidi 

iiiifleleieb-n \% r/iMd-oiiighiinnlfpif^ 

lid I, lid fll 1 ! 

.lilefbeib* ‘m ibrer Her*<f’||ioi|.*: lor liitegrale 
erster Oafiiing lid ♦dntdrie n \ 
pnnktiii, lid 111 25“ 111 ;'.5; i| , 
br^i \5 1 iiiiil 

ilir I'iioii leliebigeii Prti.aie*!* r £ uh 
uii.ii!diiiiigige \5iriiiltl*, fid ill 251 iT. 
Df fan %‘fni | iiii4lii5e^fi;:i r Paniiijefi'r, 
an Muibnt siidi di** dir Difid' 

renliidglrirbiuig nirlif sfnig nrit r,. 
Bd. til. 261. 

Dio f2p«.-2,‘’* A^HMidirle int ri'4iirtilf'l 

Bd III ‘AHdff 

Vergl Li:ni.sniii;ndn! Dillm itfiidgki- 
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cHung, nltraelliptisclie Integrale, Fun- 
damenteclsysteme, Fundamentalstibsti- 
tutionen, Gruppe, Eelationen, Klassen- 
beziebung, WBiERSTRASS-EiEMANNScbe 
Eelationen. 

Primformen fur lineare DifferentialgleicLun- 
gen zweiter Ordnung: 

Begriff lind Eigenscbaften, ihre HESSEschen 
Covarianten, Bd. II, 30 £ 

Prinaformen niedrigsten Grades , ihre 
Covarianten verscbwinden identiscb, Bd. 11, 
12, 32; 12, Bd. n, 39, 120. 

Tabelle derselben, Bd. n, 42, 43, 123, 124, 
Untersucbung des Falles JST = 2, Bd. II, 
32 £, 152. i 

Hocbster Grad einer Pritnform, Bd. II, 118. 
Satze liber Primformen, Bd.' II, 126 
Gestalt in der Umgebung eihes sin^laren 
Punktes, Bd. II, 133. ' 

Quotient H der Perioden des elliptispj^en In- 
tegrals erster Gattung, seine Wertbe in den 
singularen Punkten und in ibrer Umgebung, 
Bd.n, 96 ff. 

Die Differentialgleicbung , der H geniigt, 
wird untersucbt, Bd. II„ 98 ff. 
g — e existirt nur innerhalb des Ein- 
beitskreises von u als Function 

von ist daselbst bolomorpb, Bd. 11, 100 ff., 
[113]; Bd. Ill, 67; Bd. Ill, 166 ff. 

Die dureb H vermittelte Abbildung, Bd. Ill, 
160 ff. 

— Z der Perioden des elliptiscben Integrals 
zvreiter Gattung, Bd. II, 108. 

s = e * existirt in der ganzen Ebene 
von u als Function von s ist unend- 
licb vieldeutig, Bd. II, 110. 

Recursions formel fiir die Eeiben, die nacb 
Potenzen von x — fortscbreiten , wenn 
ein singularer Punkt ist, in dem die Inte- 
grate einer linearen bomogenen Differential- 
gleicbungnicbtunbestimmtwerden, Bd.1, 190, 


Eedueirtes Wurzel(Wertb-) system 
einer Gleicbung, Bd. II, 27, 120, 331, 

Sein Index, Bd. II, 28, 117. 

— eines Integrals, Bd. II, 315. 

Satze liber solcbe, Bd. n, 323. 

Vergl. algebraiscb integrirbare lineare Diffe- 
rentialgleicbungen. 

Eelation, die zwiscben den Wurzeln der 
sammtlicben determinirenden Fundamental- 
gleicbungen einer linearen bomogenen Diffe- 
rentialgleicbung des Fucnsscben Typus be- 
stebt, Bd. I, 182. 

— , HAEDBNKAMPscbe, zwiscben den Periodici- 
* tatsmoduln der byperelliptiscben Integrale, 
Abb. IX, Bd.I, 283. 

Eelationen zwiscben den Integralen von 
Losungen linearer bomogener Differential- 
gleicbungen, erstreckt zwiscben je zwei sin- 
gularen Punkten, 

Abb. XVI, Bd. I, 415, 

„ LX, „ nr, 141, 

„ LXyi, „ III, 361. 

Herleitung dieser Eelationen unter gewissen 
Bescbrankungen fur die Wurzeln der 
determinirenden Fundamentalgleicbungen, 
Bd. I, 427 ff., 447 ff.; Bd. HI, 145. 

Aufbebung jener Bescbrankungen, Bd. Ill, 
146 ff. 

Invarianz der Eelationen fiir die ganze Klasse, 
Bd.ni, 141, 

Ibre recbten Seiten bangen nur von* den Fun- 
damentalsubstitutionen ab, Bd. Ill, 145. 
Sie stellen Beziebungen dar zwiscben den 
Coeffizienten der Fundamentalsubstitutio- 
nen und zwiscben bestimmten Integralen, 
Bd. ni, 150 ff. 

Beispiele : Yerallgemeinerte LAMiSscbe Diffe- 
rentialgleicbung, Bd. I, 450, [456]; 
Bd. ni, 155; 

Differentialgleicbung erster Ordnung , die 
mit ibrer adjungirten identiscb ist 
(WEiERSTRASSscbe Eelationen zwiscben 
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den Periodicitatsmodwln hyperelliptischer 
Integrale), Bd. Ill, 152 ff. 
Differentialgleichung zweiter Ordnmig ins- 
besondere ©Ausssche, Bd. Ill, 154 ff. 
Eeibenentwi ekelung, in der ganzeu Ebene 
giiltige, fiir die Integrale linearcr Biffereutial- 
gleichungen, Abh. X, Bd. I, 295. 

Anfstellungen der Reihen durch successive 
Approximation, Bd. I, 299 ff. 
Convergenzbeweis, Bd. I, 368 ff. 

Die specielle Reihe von CaquiS, Bd. I, 305 ff. 
RiccATische Differentialgleichung, 

Bd. II, 384ff, 401ff 

Entwickelung eines Integrals nacli Potaizcn 
von z und /, bezw. von z und logs, 

Bd. ir, 407, 409. ' j 

I 

Singulare Punkte einer liomogeneii liuca- J 

ren Differentialgleichung, Bd. I, Kil. j 

Wesentlich und ausserwesentlich siiiguliire j 

Punkte, Bd. I, 232. j 

— , verschiebbaro fiir Differeutialgleiclunigen I 

erster und hoherer Ordnnug, Bd. 11, 409 ff. | 

— einer mehrdentigen Function, ihro Klassifi- I 

cation, Punkt der Unbestimmtheit, bestimmtc j 

und mibestimmto Vcrzweigung, Bd. 11, 39-{, | 

[410]. i 

— der Integrale von Difterentialgleichungen j 

erster Ordnung, Hiilfemittel fiir die Unter- ! 

snchung, Bd. 11, 390, 399. I 

Substitution, siehe lineare Substitution. j 

Systeme linearer Differentialglci- i 

chungenundihi-eassociirt.en, Rd.III, 28.5ff. | 

Thetafunctiouen, Form Hirer Arguinente, 
Abh. XII, Bd. I, 321. 

Ableitung der Clebsch- und GonwANSchen 
Form der Argumente aus dem Satze Rie- 
MANKs, AsELsche Functionen, § 23, Bd. I 
322 ff. 

Bestimmung von 3(0, ..., 0) als Function der 
Klassenmoduln, Abh. XII, XIH, Bd. I, 343. 
Ableitung der TnoMAEschen Darstellung von 


3(0, ..., 0 ^ imier Ziiginncltdegung de.r 
CiKTOt'ii- u. (Iti!!!*A.s.‘i<’h(>n Fonii der .\r- 
gumcnte der 'rhetafuncfitm, Ibl, I, 3 ;j; 5 g 
Die jAWBWche Difterentialgleieliung ffir 3|'0) 
Bd. I, .150 ff ' ’ 

IMfferentialgleiehiiiig tiir 3 1 (t, . . , , Oj uIh Fune, 
tion der Khissouiiioiiuhi boKw. f>iu**s Ver- 
zweigangspimktes, Bd. I, 357 iV, 

Veigl. PeHixIicitlitsimHliilu. 

T ! « K « T 8 e b fl D i f i'l* r e n t i a I g h* i c !i u ti g 

Bd. I, 31 K. 

Cbergangsubstitiif i.ineii, die die zwei 

singuliireii Piinkieii einer liuearen bniiiogeiipn 
Differentinlgleifbuiig gehiirigi ti Fuiidiitneiilid- 
systenie uiit einander verhnlipfeu ; 

Methode fiir iltre Ibwhiiung, Bd. i. 394 ff 
)) Fiir lien Fm iwwboii Tyiui*. B<1 1,390 9', 

1 412), Vei-gl. ,\bbildung 
U 1 1 rae 1 1 i p t i s (• !i e 1 ii I »• g r a I e 

Differcntmlgletelmiig fiir die Peiiodieitilfs- 
mwlnhi, Bfi, I, 271; Bd ill. .'!5 
Umkehriiroblem, VerollgeiiieiKening ilp»( 

.fAeojiwcliPij, 

Abb. XXX .X.X.XVi, Bd 11, Im5, 19I, 
213, 219. 225, 229, 2.19, 275, 
XL!, Bd. it, 3.II. 

„ XLIX. , il. 427. 

- ^ „ H, Ml. 

uj Lilsimgeii linenrer Differemi.dgleirbiing 

zweiter < fnlming de« iVt UMMebeii Typux, 
eijigeseizt in d.'iH .Ja* be 1 nihebr- 
]»roblein fiir n 2 M.llen „au;dyliwbp 
Fimi-tioiieii " deliniren, l!*i. 11, 192 
Bedingnngen fiir die Wur/.ebi der de- 

fenninireiiden Fundaineiitalgleieliungeii, 
Bd. 11, 19K. 199, 

Bedingnngen. dmnit <!!.• rmkebriing,>.fnnc- 
tiou der Iiit(‘gndi|uotit‘nteii in gevvisHPu 
Gcbieteu eiudeiiiig »,.<(, B*i. H , 1K7, 
202, 221. 220 ff, [22eiJ. 

Bediugimgen, ihmit die .«.ynimetriwb«i 
i unctioneu der aus dew verallgewei- 
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nerten Umkelirproblem entspringenden 
Fiinctionen eindeutjg sind, Bd. II, 207, 
208. 

Tabelle der Differentialgleiclmngen , die 
diesen Bedingungen geniigen , Bd. II, 
220 £ 

Die Aiizabl der singularen Punkte ist 
niclit grosser als 6, Bd. II, 209. 

Durch eine Transformation wird bewirkt, 
dass Tinter den Tntegralzeicbeii des Um- 
kelirproblems zweiwertbige Functionen 
stelien, Bd. 11, 211. 

Analogon des ABELscben Theorems, Bd. II, 
217, 218. 

b) Die imter den Integralzeichen steKenden 
Functionen haben den Character von Lo- 
sungen linearer Differentialgleichungen des 
FucHSschen Typus und erflUlen iiberdies 
noch gewisse Bedingungen ; fiir = 2 
Abh. XXXV, L, fiir ein beliebiges n 
Abh.XLI. 

Bedingungen fiir die Eindeutigkeit : 

Fiir n = 2, Bd. II, 244, 247, 250, 
251, 257. 

Anderer Beweis fiir die Bedingungen 
von 250, 251 5 Bd. II, 446 £ 
Andere Auffassung der Gleichungen 
des Umkehrproblems, Bd. II, 442 £ 
Durch Einfiihrung des Quotienten als 
unabhangiger Variabeln kommen 
zweiwerthige Functionen unter die 
Integralzeichen, Bd. II, 260 £, 452. 
Xothwendige und hinreichende Bedin- 


gungen fur die Eindeutigkeit, Bd. 11, 
272. 

Fur ein beliebiges n, Bd. II, 345, 346, 
348, 349. 

, c) Losungen einer linearen Di£erentialglei- 
ehung zweiter Ordnung mit algebraischen 
Ooefficienten sollen die Bd. II, 250, 251 
formulirten Bedingungen erfiillen , Abh. 
XLIX, femer Bd. H, 458 £ 

Fiir i) > 0, Bd. n, 439, 459 £ 

„ P — 0, „ n, 439. 

Hiilfssatz aus der Theorie der algebrai- 
schen Functionen; 

Abh. XLVIII, Bd. II, 417, 

„ LI, „ II, 458. 

Vergl. Modulfunction, partielle Di£erential- 
gleichungen. 

Vertauschung von Parameter und 
Argument fiir lineare Di£erentialgleichun- 
gen, Bd. I, 416 £; Bd. HI, 361 £ 
Verzweigungs punkte der Integrale von 
Di£erentialgleichungen, feste und verschieb- 
bare, Bd. II, 355 £ 

WEiERSTRASS-KiEMANNselie Relatio- 
nen zwischen den Periodicitatsmoduln hyper- 
elliptischer mad AsELScher Integrale 

fur p = 2 abgeleitet aus der Reductibilit^t 
der mittleren Associirten, Bd. Ill, 38 £ ; 
fiir beliebige ABELSche Integrale aus der 
Beductibilitat der (2p — 2)*®'' Associirten, 
Bd. Ill, 290. Vergl. Relationen. 
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